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ब्रस्तावना 


अंकगणित गणित का आदि स्वरूप है। अंकगणित का मूल आधार संख्याएँ 
तथा उनका योग, व्यवकलन, गुणन, विभाजन आदि प्रमुख संक्रियाएँ हैं । इसके 
अतिरिक्त संख्याओं के गुणनखंड, मूल तथा घात निकालने की भी आवश्यकता 
पड़ती है। दो संख्याओं का मध्यानुपाती ज्ञात करने, ज्ञात क्षेत्रफल के वर्गाकार 
क्षेत्र की भुजा ज्ञात करने, दिए क्षेत्रफल के वृत्त की त्रिज्या ज्ञात करने, मानक 
विचलन निकालने, दो बिंदुओं के बीच की दूरी ज्ञात करने, दिए पृष्ठ के गोले 
को त्रिज्या ज्ञात करने आदि अनेक प्रकार के प्रश्नों में वर्गमूल निकालने को 
आवश्यकता होती है। दिए आयतन के घन की भुजा ज्ञात करने, दिए आयतन 
के गोले की त्रिज्या ज्ञात करने एवं अन्य प्रकार के कुछ प्रश्नों के हल करने 
में घनमूल निकालने की आवश्यकता होती है। क्षेत्रफल और आयतन के प्रश्नों 
में, बोधायन-पाइथागोरस प्रमेय के अनुप्रयोग में, दो बिंदुओं के बीच की दूरी 
की गणना करने में, चक्रवृद्धि ब्याज के प्रश्‍न हल करने में एवं कुछ अन्य प्रकार 
के प्रश्नों को हल करने में संख्याओं के वर्गफल अथवा घनफल निकालने की 
आवश्यकता होती है। कभी-कभी परिमेय संख्याओं को दशमलव संख्याओं के 
रूप में निरूपित करने की भी आवश्यकता पड़ जाती है और कभी-कभी आवर्त 
दाशमिक संख्याओं को भिन्न के रूप में निरूपित करने की आवश्यकता पड़ती 
है। इन सब क्रियाओं को करने के लिए समय-समय पर गणितज्ञों ने अनेक 
विधियाँ खोजीं। “गणित सार संग्रह” में 'महावीर' ने गुणन की पाँच विधियों 
के बारे में जानकारी दी है। परंपरागत प्रचलित सभी विधियाँ लंबी तथा श्रम- 
साध्य हैं। हमारे देश के विद्वानों ने ऐसी अनेक विधियाँ खोजी हैं, जो गणनाओं 
को अति अल्प समय में करने में सहायक होती हैं तथा मौखिक रूप से गणनाएँ 
सरलता से को जा सकती हैं। जगद्गुरु स्वामी श्री भारतीकृष्णतीर्थजी महाराज 
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X अपनी आठ wd की कठिन तपस्या के उपरांत इन विधियों की पुनः खोज 
की। स्वामीजी की मृत्यु के उपरांत यह खोज कार्य “बैदिक गणित' के नाम 
से ग्रंथ-रूप में प्रकाशित हुआ। वास्तव में यह ग्रंथ वैदिक गणित को भूमिका 
मात्र है। स्वामीजी की खोज का मूल विवरण तो उनके जीवनकाल में ही नष्ट 
हो चुका था तथा उसे पुन: लिपिबद्ध करने से पूर्व ही स्वामीजी परलोकवासी 
हो गए। 

स्वामीजी के कार्य पर विभिन्न देशों में शोधकार्य चल रहे हैं। उत्तर प्रदेश 
में भारतीय जनता पार्टी के शासन काल में 'वैदिक गणित' को हाई स्कूल गणित 
के पाठ्यक्रम में सम्मिलित किया गया था; परंतु सरकार के पतन के बाद नई 
सरकार द्वारा इस ओर ध्यान न देने के कारण यह अमूल्य विद्या विद्यार्थियों तक 
नहीं पहुँच पाई। विद्यार्थी इसके महत्त्व से अपरिचित ही रह गए। इस पुस्तक 
का उद्देश्य 'वैदिक गणित' के ज्ञान को व्यावहारिक बनाना है, जिससे जन- 
जन के बीच इसकी पैठ हो सके। अंकगणित के अतिरिक्त गणित के अन्य क्षेत्रों 
में “वैदिक गणित' की उपयोगिता को इस पुस्तक में स्पर्श नहीं किया गया है। 
इस पुस्तक में मात्र अंकगणित के क्षेत्र में ' वैदिक गणित' की उपयोगिता पर 
प्रकाश डाला गया है। वैदिक विधियाँ अत्यंत सरल हैं, जो गणनाओं के करने 
में छात्रों के समय तथा श्रम की बचत करती हैं, साथ ही छात्रों में राष्ट्रीय 
स्वाभिमान और गौरव की भावना उत्पन्न करती हैं। इस पुस्तक में इन विधियों 
का वर्णन किया गया है, जिसका लाभ प्राथमिक से लेकर उच्च कक्षाओं तक 
के सभी छात्र उठा सकते हैं | व्यावहारिक जीवन में तो ये विधियाँ अति उपयोगी 
हैं ही, साथ ही ये शोध के नए आयाम भी खोलती हैं। 


--लेखकद्ठय 
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सूत्राध्याय 


“वैदिक गणित तथा वेदों के सोलह सरल गणितीय सूत्र' नामक ग्रंथ की 
रचना गोवर्धन मठ, पुरी के जगदगुरु शंकराचार्य श्री भारतीकृष्णतीर्थजी महाराज 
ने की है। वेद ज्ञान के अपरिमित भंडार हैं तथा देश और काल की सीमा के 
बंधन से परे हैं। वैदिक ज्ञान की अनेक गुत्थियों को समझ न पाने के कारण 
लोग वेदों का उपहास उड़ाते रहे हैं। आठ वर्षों की गहन एकांत साधना, चिंतन 
एवं मनन के पश्चात्‌ स्वामीजी ने दीर्घकाल से लुप्त ज्ञान की उस कुंजी को 
खोज निकाला, जिसके द्वारा वैदिक गुत्थियों को सुलझाया जा सकता d 

| स्वामीजी के शब्दों में-'हम लोगों को स्वयं भी यह खोजकर कि गणित के 
| अत्यंत कठिन प्रश्नों को अथर्ववेद के परिशिष्ट में निहित अति सरल वैदिक 
सूत्रों द्वारा सरलतापूर्वक तथा सहज ही कुछ सरल पैड़ियों में मात्र मौखिक विधि 
द्वारा हल कर सकते हैं, आश्चर्य हुआ तथा विपुल हर्ष भी।' स्वामीजी के कथन 
के अनुसार वे सूत्र, जिनपर “बैदिक गणित' नामक उनको कृति आधारित है, 
अथर्ववेद के परिशिष्ट में आते हैं; परंतु कुछ विद्वानों का कथन है कि ये सूत्र 
अभी तक के ज्ञात अथर्व वेद के किसी परिशिष्ट में नहीं मिलते। हो सकता 
| है कि स्वामीजी ने ये सूत्र जिस परिशिष्ट में देखे हों वह दुर्लभ हो तथा केवल 
| स्वामीजी के ही संज्ञान में हो। वस्तुत: आज की स्थिति में स्वामीजी की “वैदिक 
गणित' नामक कृति स्वयं में एक नवीन वैदिक परिशिष्ट बन गई है। 
स्वामी भारतीकृष्णतीर्थ आप्त पुरुषों को श्रेणी के महापुरुष थे। महर्षि 
दयानंद सरस्वती के अनुसार-''जो आप्त अर्थात्‌ पूर्ण विद्वान्‌, धर्मात्मा, 
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10 वैदिक अंकगणित 
परोपकारप्रिय, सत्यवादी, पुरुषार्थी, जितेद्रिय पुरुष जैसा अपने E में जानता 
हो और जिससे सुख पाया हो उसी के कथन की इच्छा से प्रेरित सब मनुष्या 
के कल्याणार्थ उपदेष्टा हो अर्थात्‌ जितने पृथ्वी से लेकर परमेश्वरपर्यंत पदार्थो 
3i ज्ञान प्राप्त होकर उपदेष्टा होता है। जो ऐसे पुरुष और पूर्ण आप्त परमेश्वर 
के उपदेश वेद हैं, उन्हीं को शब्द प्रमाण जानो।'' 

स्वामी भारतीकृष्णतीर्थ ने अपनी आत्मा में जैसा जाना, लोकोपकार की 
दृष्टि से वैसा उपदेश किया। 

ज्योतिष और गणित विषय वेद विरुद्ध नहीं हैं। अथर्ववेद, जो शिल्प विद्या 
के भंडार के रूप में विख्यात है, उसमें पदार्थ गुण विज्ञान कोशल, नानाविध 
पदार्थो का निर्माण, पृथ्वी से लेकर आकाशपर्यंत की विद्याओं का वर्णन है। 
महर्षि दयानंद विद्यार्थियों को उसके अध्ययन करने के बाद दो वर्ष तक ज्योतिष 
शास्त्र, सूर्य सिद्धांत आदि जिनमें कि बीजगणित, अंक, भूगोल, खगोल और 
भूगर्भ विद्या है, को सीखने का अनुदेश देते हैं। यदि गणितीय ज्ञान वेदसम्मत 
न होता तो महर्षि दयानंद ऐसा आदेश भला क्यों करते? स्वामी भारतीकृष्णतीर्थ 
द्वारा रचित “वैदिक गणित' पूर्णत: वैदिक सूत्रों के प्रकाश में रचित ग्रंथ है। 
डॉ. वासुदेव शरण अग्रवाल का यह कथन कि “' वैदिक गणितीय सूत्र अथर्व 
वेद में नहीं हैं,'' उचित नहीं कहा जा सकता। स्वामीजी जैसे महापुरुष असत्य 
भाषण नहीं कर सकते। 'वैदिक गणित' के कुछ सूत्र जैसे ' व्यष्टि समष्टिः ', 
“शिष्यते शेष संज्ञः' आदि को देखने हेतु तो वेदों की जिल्द पलटने की भी 
आवश्यकता नहाँ। 'वेदांतसार' के सृष्टि प्रकरण में “व्यष्टि समष्टिः' सूत्र के 
दर्शन हो जाते हैं, "समष्टि व्यष्टि रूपाज्ञान भेद द्वयी '। “शिष्यते शेष संज्ञ:' के 
दर्शन महर्षि दयानंद सरस्वती के 'सत्यार्थप्रकाश' में ही हो जाते हैं। (शिष्लू 
विशेषणे) इस धातु से 'शेष' शब्द सिद्ध होता है। “यः शिष्यते स शेष: ' अर्थात्‌ 
“शिष्यते शेष संज्ञः', जो उत्पत्ति तथा प्रलय से शेष अर्थात्‌ बच रहता है, इसलिए 
उस परमात्मा का नाम शेष है। इस प्रकार हम देखते हैं कि स्वामीजी के शब्दों 
पर अविश्वास करना प्रमादपूर्ण है। “बैदिक गणित' में वर्णित सभी सूत्र वेदों 
के प्रकाश से ही प्रकाशित हैं । 


वैदिक गणितीय सूत्रों की विशेषताएँ 
(i) 3 सूत्र सहज में ही समझ में आ जाते हैं। उनका अनुप्रयोग सरल 
है तथा सहज ही याद हो जाते हैं। सारी प्रक्रिया मौखिक हो जाती है। 
(1) ये सूत्र गणित को सभी शाखाओं के सभी अध्यायों में सभी विभागों 
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(iii) 


(iv) 


(v) 


पर लागू होते हैं। शुद्ध अथवा प्रयुक्त गणित में ऐसा कोई भाग नहीं 
जिसमें उनका प्रयोग न हो। अंकगणित, बीजगणित, रेखागणित, 
समतल तथा गोलीय त्रिकोणमिति, समतल तथा घन ज्यामिति 
(वैश्लेषिक), ज्योतिर्विज्ञा, समाकल तथा अवकल कलन आदि सभी 
क्षेत्रों में वैदिक सूत्रों का अनुप्रयोग समान रूप से किया जा सकता 
$1 वास्तव में स्वामीजी ने इन विषयों पर सोलह कृतियों की एक 
श्रृंखला का सृजन किया था, जिनमें वैदिक सूत्रों की विस्तृत व्याख्या 
थी। दुर्भाग्य से ये सोलह कृतियाँ प्रकाशित होने से पूर्व ही काल- 
कवलित हो गईं तथा स्वामीजी भी ब्रह्मलीन हो गए। 

कई पैड़ियों की प्रक्रियावाले जटिल गणितीय प्रश्नों को हल करने में 
प्रचलित विधियों की तुलना में वैदिक विधियाँ काफी कम समय लेती 
S 

छोटी उम्र के बच्चे भी सूत्रों की सहायता से प्रश्नों को मौखिक हल 
कर उत्तर बता सकते हैं। 

वैदिक गणित का संपूर्ण पाठ्यक्रम प्रचलित गणितीय पाठ्यक्रम की 
तुलना में काफी कम समय में पूर्ण किया जा सकता है। 


वास्तव में 'वैदिक गणित' समझ में न आने तक एक जादू के समान प्रतीत 
होता है। स्वामीजी के एकमात्र उपलब्ध गणितीय ग्रंथ 'वैदिक गणित या वेदों 
के सोलह सरल गणितीय सूत्र' के बिखरे हुए संदर्भा से छाँटकर डॉ. वासुदेव 
शरण अग्रवाल ने सूत्रों तथा उपसूत्रो की सूची ग्रंथ के आरंभ में इस प्रकार 


दी $— 


सूत्र : 


Uu N = 


9 ours 


एकाधिकेन पूर्वेण 9. चलनकलनाभ्याम्‌ 
निखिलं नवतश्चरमं दशतः 10. यावदूनम्‌ 
ऊर्ध्वतिर्यरभ्याम्‌ 11. व्यष्टिसमष्टिः 
परावर्त्य योजयेत्‌ 12. शेषाण्यङ्केन चरमेण 
शून्यं साम्यसमुच्चये 13. सोपान्त्यद्वयमन्त्यम्‌ 
(आनुरूप्ये) शून्यमन्यत्‌ 14. एकन्यूनेन पूर्वेण 
संकलनव्यवकलनाभ्याम्‌ 15. गुणितसमुच्चयः 
पूरणापूरणाभ्याम्‌ 16. गुणकसमुच्चयः 
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उपसुत्र/ उपप्रमेय : UNES 
आनुरूप्येण, शिष्यते शेषसंज्ञः, आद्यमाद्येनान्त्यमन्त्येन, कवः Wm 

गुण्यात्‌, वेष्टनम्‌, यावदूनं तावदूनम्‌, यावदून तावदूनीकृत्य वर्ग च योजयेत्‌, येत्‌, 
अन्त्ययोर्दशकेऽपि, अन्त्ययोरेव, समुच्चयगुणितः, लोपनस्थापनाभ्याम्‌, विलोकनम्‌ 
wd गुणितसमुच्चयः समुच्चयगुणितः । | Ex. 

इसके अतिरिक्त 'वैदिक गणित' में कुछ अन्य सूत्र एवं उपसूत्रा के दशन 
होते हैं, जिनका उल्लेख संपादक डॉ. वासुदेव शरण अग्रवाल ने EG सूची 
में नहीं किया है | यथा-आद्यमाद्येन, अन्त्यमन्त्येन, चलन कलन वर्गों विवेचक:, 
कलो छुद्र ससैः, कंसे क्षामदाह खलेर्मलै: इत्यादि । ; 

डॉ. नरेंद्र पुरी ने अपने वैदिक साहित्य में डॉ. अग्रवाल द्वारा सूचीबद्ध 
16 सूत्र तथा 13 उपसूत्रों को ग्रहण करते हुए तीन अन्य उपसूत्रों (Gu योग, 
शुद्ध: तथा ध्वजांक) को भी सम्मिलित किया है। “बैदिक गणित ' में द्वंद्योग 
तथा ध्वजांक के दर्शन तो होते हैं, परंतु ' शुद्ध: ' उपसूत्र के नहीं। ज्ञात नहीं 
इस उपसूत्र को उन्होंने कहाँ से लिया है। उत्तर प्रदेश माध्यमिक शिक्षा परिषद्‌ 
की हाई स्कूल की गणित--1, 2 की पाठ्य पुस्तकों के प्रथम खंड में भी 
इस उपसूत्र का उल्लेख है। 

डॉ. ब्रजमोहन ने ' गणित का इतिहास' नामक ग्रंथ के प्राबकथन में ' चलित 
कलित वर्गो विवेचक: ' नामक उपसूत्र का उल्लेख किया है, जिसका आधार 
स्वामी भारतीकृष्ण तीर्थ के व्याख्यान तथा व्यक्तिगत वार्ता को बनाया है। 
वास्तव में इस उपसूत्र की चर्चा स्वामीजी के ग्रंथ 'वैदिक गणित' के पृष्ठ 
143 पर की गई है। 

डॉ. अग्रवाल द्वारा निर्मित वैदिक गणितीय सूत्रों एवं उपसूत्रों की सूची 
अपूर्ण एवं दोषपूर्ण है। 'वैदिक गणित” के गहन अध्ययन से ज्ञात होता है कि 
सूत्रों की संख्या बहुत कम तथा उपसूत्रों की संख्या अधिक है। डॉ. अग्रवाल 
को सूची में वर्णित अनेक सूत्र "वैदिक गणित' में उपसूत्र वर्णित हैं। 'वैदिक 
गणित! के कुछ परस्पर विरोधी कथनों के कारण सूत्र एवं उपसूत्रों के विभाजन 
को दी हुई सूची के अनुसार स्वीकार नहीं किया जा सकता। हम इनकी 
एकीकृत सूची तथा व्याख्या नीचे दे रहे हैं। 


1. निखिलं नवतश्चरमं दशतः 


अर्थ-सबको 9 से तथा अंतिम को 10 से। यह सूत्र किसी भी संख्या 
का 10 या इसको घातीय संख्या का पूरक निकालने के लिए प्रयुक्त होता है। 


————— 
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यथा : 319 का 1000 का पूरक निकालना है तो 
3 को 9 से घटाने पर 6 
| को 9 से घटाने पर ४ 
एवं चरमांक 9 को 10 से घटाने पर | 
अतः 319 का 1000 का पूरक 681 होगा। 


2. ऊर्ध्वतिर्यग्भ्याम्‌ 

अर्थ--खडे एवं तिरछे ui 

इसके अनेक उपयोग हैं। एक सरल उदाहरण इसकी कार्य विधि स्पष्ट 
कर देगा। 

माना 23 को 12 से गुणा करना है। 

सर्वप्रथम हम गुण्य के सबसे बाएँ अंक अर्थात्‌ 2 से, गुणक के सबसे 
बाएँ अंक अर्थात्‌ । का खड़ा गुणा करेंगे और उनके गुणनफल से हमें उत्तर 
की सबसे बाई संख्या 2 मिल जाएगी। 

अब हम | और 3, 2 और 2 का तिरछा गुणन कर इन दोनों गुणन फलों 
का योग करते हैं, इससे उत्तर की मध्य संख्या मिल जाती है। 

अंत में 3 और 2 का खड़ा गुणा करेंगे और उसके गुणनफल से उत्तर 
की सबसे दाहिनी संख्या मिल जाती ei 


N 


2 
23 | सैकड़े का अंक | emis 
l 


2458 
T दहाई का अंक 2 अर्थात्‌ A 2 + 3 % । = 7 
l 5») 


3 
2/7/6| इकाई का अंक | अर्थात्‌ ३ ५२ - 6 
2 


3. परावर्त्य योजयेत्‌-- 

अर्थ--विलोम का प्रयोग wil 

पक्षांतरण के ज्ञात नियम के अनुसार प्रत्येक पक्षांतरण में चिह्न का परिवर्तन 
होता है। इस प्रकार + fag का - चिह्न हो जाता है तथा - चिह्न का + चिह्न 
हो जाता है, Xx का + तथा + का % हो जाता है। 
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cupc आयी य. 2 को य + 9/से भाग दिया जाता है तब 
शेषफल बहुपद में य = -3 रखने पर प्राप्त हो जाता है । इस स्थिति में शेषफल 
= (IF AG) 56 25%) HP 2 
= -70 


4. (आनुरूप्ये ) शून्यमन्यत्‌ ^ 
अर्थ--अनुरूप होने पर दूसरा शून्य होता ह। 
यथा : युगपत्‌ समीकरण 


या TRS 7 
तथा ऽय + MX = 14 
के प्रकरण में र के पदों की गुणन संख्याओं का अनुपात वही है, जो 
निरपेक्ष पदों का। 
अतः य = 0 


5. सोपान्त्यद्वयमन्त्यम्‌ 
अर्थ--अंतिम के साथ उपांतिम के दुगुने को जोड़कर। 
एक विशिष्ट प्रकार के सरल बीजगणितीय समीकरण के सरलीकरण के 
प्रकरण में जिसमें हर समांतर श्रेणी में होते हैं, इसका अनुप्रयोग होगा। 
प, फ, ब एवं भ समांतर श्रेणी में हैं तो समीकरण 
l l ] ] 
+ - + 
प फ पब पभ फ़ ब | 
की हल इस सूत्र 2d + भ = 0 से प्राप्त होगा। | 


] ] 
यथा समीकरण 


(य+ 1) (य+ 2) y (य + 1) (य + 3) 


| ] 
(य+1) (य+4) * (य + 2) (य + 3) 


को हल सूत्र “ सोपान्त्यद्ठयमन्त्यम्‌' से 
(य +4) +2(य+3) = 0 


अर्थात्‌ " 


| 


i NOSIS 
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6. अन्त्ययोरेव 
| अर्थ--अंतिम पद से di 
एक विशिष्ट प्रकार का समीकरण, जिसके वाम पक्ष में अंतिम पदों 1 


(स्वतंत्र पदों) को छोड़कर अंश और हर का अनुपात वही होता है, जो दाहिने 

पक्ष के पूरे अंश और हर का होता है। इसे ' अन्त्ययोरेव' सूत्र द्वारा अर्थात्‌ 

अंतिम पदों के अनुपात द्वारा तुरंत ही हल किया जा सकता है। यथा : 
यः +य + | vj नर] 


समीकरण क ° SEES 
यः + टय $ 2 य +2 


यहाँ वाम पक्ष के स्वतंत्र पदों को छोड़कर अंश और हर का अनुपात 
यः + य य॒ + । 


यः + 2य य +2 


= दक्षिण पक्ष 
RO | 
सूत्र 'अन्त्ययोरेव' से us dg 


पुनः सूत्र '(आनुरूप्ये) शून्यमन्यत्‌' से य = 0 


7. शेषाण्यङ्केन चरमेण 

अर्थ-अवशेष को चरम से। 

साधारण भिन्नों को उनके qeu दशमलव में J समय क्रमागत 
पैड़ियों के अवशेष तथा भजनफल के संबंध में यह सिद्धांत है कि यदि हम 
किसी भी अवशेष को लें और उससे चरमांक (अंतिम अंक) का गुणा करें 
तब गुणनफल का अंतिम अंक उस पैड़ी का भजनफल अंक होता है। | 

यहाँ प्रयुक्त होनेवाला सूत्र है “शेषाण्यङ्केन चरमेण' 1/13 के प्रकरण | 
में 10, 9, 12, 3, 4 तथा 1 क्रमागत अवशेष हैं। 3 (चरमांक) से लगातार 
गुणा करने पर हमें 30, 27, 36, 9, 12 तथा 3 गुणनफल मिलते हैँ । 

अत: भजन फल अंक क्रमश: 0, 7, 6, 9, 2 तथा 3 


| : ४ 
अत: "च्च = .076923 
13 
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8. चलन कलनाभ्याम्‌ 

अर्थ--चलन कलन से। 

वैदिक गणित में चलन कलन का प्रयोग प्रारंभिक अवस्था में ही शुरू 
हो जाता है। गुणनखंडन, द्विघात समीकरणों के हल आदि सूत्र 'चलन 
कलनाभ्याम्‌' से सरलतापूर्वक हल किए जा सकते हैं। इस सूत्र के दो उपसूत्र 
दि 
(i) चलित कलित वर्गो विवेचक: 

अर्थ-- ( द्विघात समीकरण का हल) द्विघात बहुपद को प्रथम अवकल 
गुणन संख्या के वर्ग को विविक्त करके समान रखने पर प्राप्त होता है। 

यथा : समीकरण प यः + फ य + ब = 0 

का हल (श्प य + फ)= फः - 4 प ब 

अर्थात्‌ 9 छठ St WP - पात 

से प्राप्त होता है। 


—— M बीज 
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(ii) गुणक समुच्चय: 

अर्थ--गुणकों का समुच्चय। 

यदि द्विघात व्यंजक यः + फ य + ब दो द्विपदों य + क तथा य + -ख 
का गुणनफल हैं, तब इसको प्रथम अवकलन गुणन संख्या दोनों गुणनखंडों 
का योग होती है। 

यः + 58 + 4 = (य + 4)(य + |) 

अतः (2य + 5) = (य + 4) + (य + 1) 

गुणन के अवकल का परिचित सूत्र, र का य के सापेक्ष प्रथम अवकलन 
= च x (छ का प्रथम अवकलन) + (च का प्रथम अवकलन) x छ जबकि 
र, च तथा छ तीनों य के फलन हैं तथा र = च छ तथा उपसूत्र “गुणक 
समुच्चय' एक ही सत्य को अभिव्यक्त करते हैं। 


9. यावदूनं तावदूनीकृत्य वर्ग च योजयेत्‌ 

अर्थ-संख्या को आधार से जितनी भी न्यूनता हो उसमें उतनी न्यूनता 
और करें और उसी न्यूनता का वर्ग भी रखें। 

यह उपप्रमेय स्पष्ट रूप से संख्या के वर्ग से संबंध रखता है। यह 
“निखिलम्‌' सूत्र से स्वाभाविक रूप से निकलनेवाला सहज परिणाम È | 


उदाहरण 98” = (98-2)/ 2 आधार 100 
= 96/04 न्यूनता 100-98 = 2 
= 9604 


10. एकाधिकेन पूर्वेण 
अर्थ-पहलेवाले से एक अधिक के द्वारा। 
इस उपसूत्र के अनेक प्रयोग हैं। 
पंचातक संख्याओं के वर्ग में इसका प्रयोग देखते हैं 
D S BY 
= 12/25 
= 1225 
यह “यावदूनं तावदूनीकृत्य वर्ग च योजयेत्‌' उपसूत्र से निकला सहज 
परिणाम है। भिन्न को दाशमिक संख्या में बदलने में इसका प्रयोग देखें- 
1/7 के प्रकरण में हर के इकाई के अंक को 9 बनाने के लिए हर और 
अंश में 7 का गुणा करेंगे। 
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] 7 
"Wu फी 
49 का 'एकाधिक पूर्व' 5 है। | 
सूत्र 'एकाधिक पूर्वेण' के प्रयोग से-- | : | 
भिन्न के आवर्ती दशमलव स्वरूप का अंतिम अक 7 होगा 
5 से 7 का गुणा करने पर 35 


5 से 5 को गुणा करने पर 25 + हासिल 3 = 28 
5 से 8 को गुणा करने पर 40 + हासिल 2 = 42 


5 से 2 को गुणा करने पर 10 + हासिल 4 = 14 | 
5 से 4 को गुणा करने पर 20 + हासिल । = 2! | 
5 से 1 को गुणा करने पर 5 + हासिल 2 = 7 

अंतिम अंक की आवृत्ति 


अतः त M4228, 


= .142857 


11. एकन्यूनेन पूर्वेण 

अर्थ-पहले से एक कम द्वारा। 

यह 'निखिलम्‌' सूत्र से निकला एक सहज परिणाम है। यह उन संख्याओं 
के गुणन में प्रयुक्त होता है, जिनके गुणक में सभी अंक 9 होते हैं। 

11 x 99 के प्रकरण में गुण्य (11) में से | कम किया जाता है, फिर 
उसके सम्मुख “निखिलम्‌” सूत्र के प्रयोग से 99 में से उसे घटाकर लिखते 


RI 


Lu 


11 x 99 = (]] - 1» 99 - (II - 1) 


10/89 
1089 


12. अन्त्ययोर्दशके ऽपि 

अर्थ--अंतिम अंकों के योग 10 वाली संख्याओं के लिए भी। 

यह पंचांतक संख्याओं के वर्ग संबंधी एकाधिकेन पूर्वेण उपसूत्र पर 
आधारित उपप्रमेय का एक उपप्रमेय है; जो कि यह बतलाता है कि उपर्युक्त 
उपप्रमेय न केवल पंचांतक संख्याओं के वर्ग पर ही लागू होता है, वरन्‌ उन । 
सभी संख्याओं के गुणन पर भी लागू होता है, जिनके इकाई के अंक भिन्न 
तथा 10 के पूरक हैं एवं पहले अंक तुल्य हैं। 
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उदाहरण 
ZIRE? 


92८ ७॥ 7१% 2 
6/21 
621 


. आनुरूप्येण 


अर्थ--अनुपात से। 
यह उपसूत्र स्वयंसिद्ध है। 
वास्तविक अनुप्रयोग में यह उपसूत्र बताता है कि उन सभी दशाओं में 


जहाँ कि आनुपातिक संबंध परिमेय है, उस अनुपात का उपयोग कर आनुपातिक 
गुणन या भाग किया जाता है। 


माना कि हमें 41 से 49 को गुणा करना है। 
ये दोनों संख्याएँ आधार अंक 100 से काफी दूर हैं और इनकी पूरक 


संख्याएँ 59 एवं 51 हुई, जिनका गुणा 59:51 कठिन È | 


अतः 100 को सैद्धांतिक आधार मानेंगे तथा उपगुणज 50 को क्रियात्मक 


आधार संख्या । 


सारी प्रक्रिया निम्नवत्‌ होगी-- 
आधार = 100 
100 
क्रियात्मक आधार = Nl 50 
संख्याएँ क्रि.आ. 50 d विचलन 


41 -9 
2) aD 7 (9 (७७ 
अर्थात्‌ 2 ) 40/09 
अर्थात्‌ 20  /09 


अत: 41 x 49 - 2009 
यहाँ आधार 100 में 2 का भाग देने पर क्रियात्मक आधार 50 प्राप्त हुआ 


है। अत: वाम पक्ष भी 2 का भाग देने पर प्राप्त हुआ। 


. आद्यमाहेन 


अर्थ--प्रारंभिक, प्रारंभिक से। 
मूल भिन्न के तुल्य दशमलव के प्रारंभिक अंक अथवा अंकों को अंश 


E ` CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


वैदिक अंकगणित 
20 


से गुणा कर प्रश्‍नगत गुणज के लिए आरंभिक अंक निर्धारित किए जा सकते 


i 


] : ; 
यथा :--- = 0 - 142857 


2 ^ D 
कि - पे आरंभ होता है, अतः — को 0.28 से आरंभ 
4 होता है, अतः .28 
EE ome ह ; 
होना चाहिए और मानक चक्रोय क्रम के अनुसार 
DREN S a: 
—. = 285714 
7 
15. अन्त्यमन्त्येन | 
अर्थ--अंतिम, अंतिम से। 


मूल भिन्न के तुल्य दशमलव के अंतिम अंक अथवा अंकों को अंश से 
गुणा कर प्रश्‍नगत गुणज के लिए अंतिम अंक निर्धारित किए जाते हें । 


| है 3 
यथा — = 0.142857 
| 7 
> ] : RS 
चूँकि — का अंत 7 से होता है 
का अंत 4 से होना चाहिए 
का अंत । से होना चाहिए 
का अंत 8 से होना चाहिए 
का अंत 5 से होना चाहिए 
6 EM esit 
ES का अंत 2 से होना चाहिए 
अत: चक्रीय क्रम के अनुसार 
= 285714 


E 
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A E : Le 
— = 428571 LK 
4 1 , 

— 2.571428 

7 

5 ह 3 

— = .714285 

7 

6 3 

—— - लाक 

ञ 


16. आद्यमाद्येन sm 1150 ¢ 

अर्थ--प्रथम को प्रथम के द्वारा तथा अंतिम को अंतिम के द्वारा। 

द्विघातीय बहुपदों के गुणनखंड करने की बैदिक विधि में दो उपसूत्र काम 
आतं ह : 

(अ)आनुरूप्येण तथा (ब) आद्यमाद्येन अन्त्यमन्त्येन। 

द्विघातीय बहुपद 29 + TU + 3 को लेते हैं। 

मध्य पद गुणन संख्या 7 को इस प्रकार दो भागों में बाँटते हें कि प्रथम 
गुणन संख्या का पहले हिस्से के साथ अनुपात, दूसरे हिस्से का अंतिम पद 
के साथ अनुपात समान हो। इस प्रकार 

27 + एय + 3 = 2यः + य + य +3 

मध्य पद को गुणन संख्या 7 को इस प्रकार दो भागों (6 तथा 1) में 
बाँटा, जिससे प्रथम पद की गुणन संख्या तथा प्रथम भाग का अनुपात (अर्थात्‌ 
2:6) और द्वितीय भाग का अंतिम पद के साथ अनुपात (1 : 3) बराबर हो। 
अब इस अनुपात से एक गुणनखंड य + 3 प्राप्त हो जाता है और दूसरा 
गुणनखंड, द्विघाती को प्रथम गुणन संख्या को गुणनखंड को पूर्व प्राप्त गुणन 
संख्या से तथा अंतिम पद को (द्विघाती के) उस गुणनखंड के अंतिम पद 
से भाग देने से मिलता है। दूसरे शब्दों में, दूसरा द्विपदी खंड इस प्रकार मिलता 


है-- 
श्यः 3 
zog] 


य 3 


इस प्रकार 2यः + 7य + 3 = (य + 3)(2य + 1) 
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17. लोपनस्थापनाभ्याम्‌ 1 
अर्थ--विलोपन तथा स्थापना स॑। aA 
द्वितीय कोटि के समघात व्यंजक जिनमें कई बीजीय राशियों का प्रयोग 


होता है, के गुणनखंड करते समय सामान्यतः छात्र डरते हैं, परंतु RT 
स्थापनाभ्याम्‌', 'empew तथा ' आद्यमाद्येन अन्त्यमन्त्येन उपसू: 
सहायता से आसानी से गुणनखंड किए जा सकते हैं। | 

माना 2कः + 6खः + गा + 7क ख + 5ख ग +3ग क के गुणनखंड 
करने हैं। क्रिया इस प्रकार होगी 

(1) सर्वप्रथम हम ग = 0 रखकर ग का विलोपन करते हैं तथा केवल 
क, ख की स्थापना रखते हैं एवं प्राप्त द्विघाती का ' आद्यमाद्येन अन्त्यमन्त्येन्‌' 
उपसूत्र की सहायता से गुणनखंड करते हैं। इस प्रकार 

jm? + 6H) + एक ख = (2m + 3ख)(क + 28) 
i (2) फिर हम उसी प्रकार दिए गए द्विघाती में ख = 0 रखकर ख का 
विलोपन करते. हैं तथा क, गे की स्थापना रखते हैं एवं प्राप्त द्विघाती के 
' आद्यमाद्येन अन्त्यमन्त्येन' उपसूत्र की सहायता से गुणनखंडन करते [3 

इस प्रकार 2m) + गः + 37 क = (28 + ग)(क + ग) 

(3) इन दो गुणनखंडों के समूहों की सहायता से विलोपनजनित रिक्तियों 
की पूर्ति करते हैं। 

इस प्रकार 

ZW + 6खः ec + 7क ख + 58 ग + उग क 

= (2m + 30 + ग)*(क + 2ख + ग) 


18. व्यष्टिसमष्टिः 

अर्थ--रूप भेद द्वारा। 

वैदिक गणित में एक विशिष्ट प्रकार के चतुर्घात समीकरण, जिनमें वाम 
पक्ष दो द्विपदों के चतुर्घातों का योग रहता है तथा दाहिने पक्ष में उनका मान 
एक गणितीय संख्या रहती है, को इस सूत्र से हल कर सकते हें । चतुर्घातों 
को सरल :द्विघातों में तोड़ने के लिए दोनों द्विपदों के मंध्य मान का उपयोग 
करते I 

(य + 6)+(य + 4) = 706 
` यहाँ य + 6 तथा य + 4 के मध्य मान (य + 6 + य + 4)/2 
= य + 5 के स्थान पर र रखने से 
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(x ८० [AC 1) = 706 
अर्थात्‌ 2र' + 12रः + 2 = 706 
अर्थात्‌ 2र' + 12v - 704 = 0 
अर्थात्‌ र' + 6 - 352 = 0 
-6 + 36 + 4xlk352 


अर्थात्‌ २ = 
2 
-6 +V 1444 
-6 + 38 
p. 
= -22, 16 
र ot4-2,t4 
य = -5v -22, -1, -9 


- पूरणापूरणाभ्याम्‌ 


अर्थपूर्ण और अपूर्ण द्वारा। 
समीकरण प यः + फ य + ब = 0 का हल 
- फ + फः - 4य ब 


J = 
29 


इसी सूत्र पर आधारित विधि द्वारा निकाला गया है। 


पयः + फय+ब=0 


p ब 
तन्या + 2 स) 

q q 

गफ ब 
अर्थात्‌ ट — X" ल 

q q 
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बाई ओर वर्ग को पूर्ण करने पर 


फ़ TES Ei फ 
TEN. 2 ES 15 MT 
या + m H T प qu 
pN फी-4पब 

अतः EID —— * 2 

( 29 4q 
E BEST 
—— =+ 

EIS अ जप्‌ 6 4d 

-फ+\ फः -4पब 

3 

अर्थात्‌ य - 


20. संकलन व्यवकलनाभ्याम्‌ 


अर्थ--जोड़ने तथा घटाने के द्वारा। 
एक विशिष्ट प्रकार के युगपत्‌ एक घात समीकरण जिनमें य तथा र की 


गुणन संख्याएँ संख्यात्मक दृष्टि से परस्पर अदली-बदली होती हैं। इन्हें हल 
करने के लिए ' उपसूत्र संकलन व्यवकलनाभ्याम्‌' का प्रयोग अत्यंत सुगम रहता 
है, जिसके द्वारा य + र और य - र के मान ज्ञात हो जाते हैं। इन दोनों 
समीकरणों में पुन: इस सूत्र का प्रयोग कर य तथा र का मान ज्ञात कर लिया 
जाता है। 

यथा : 


84 य + 4]र = 166 (1) 
तथा 41 "y + 84र = 209 (2) 
समीकरण (1) तथा (2) को जोड़ने पर 

1253 + 125२ = 375 


अर्थात्‌ जोर 3 (3) 
समीकरण (1) से समीकरण (2) घटाने पर 

43य - 43र = - 43 
अर्थात्‌ य-र = -| (4) 
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समीकरण (3) तथा (4) को जोड़ने पर 


249 92 
अर्थात्‌ य =] 
समीकरण (3) से समीकरण (4) घटाने पर 
2य = 4 
अर्थात्‌ र = 2 
उत्तर य =|, 
र्‌ = 2 
21. विलोकनम्‌ 
अर्थ--देखकर | 
Y ] 10 
समीकरण य 
य 3 | 
पक्ष दो व्युत्क्रमों का योग हे। साथ ही दक्षिण पक्ष 3 तथा -- दो 


3 
व्युत्क्रमों का योग है। अत: य = 3 ES 


22. वेष्टनम्‌ 

अर्थ--आश्लेषण करके। 

आश्लेषण विभाजनीयता का उत्तम परीक्षण है। माना 22 की 7 से 
विभाजनीयता का परीक्षण करना है। इस हेतु हमें 7 के एकाधिक से 21 का 
आश्लेषण करना है। 7 का एकाधिक 7 में 7 का गुणा करने पर प्राप्त 49 
से 5 मिलता है। 5 से 21 का आश्लेषण इस प्रकार होगा-- 

SX MES i 

चूँकि आश्लेषण के बाद प्राप्त राशि 7 भाजक 7 से पूर्णतः विभाज्य है, 

अतः 21 भी 7 से पूर्णतः विभाज्य होगा, अन्यथा नहीं। 


23. शिष्यते शेषसंज्ञः 
अर्थ--एक विशिष्ट अनुपात में भाजक के बढ़ने के साथ भजनफल उसी 
अनुपात में कम होने की स्थिति में शेष नहीं बदलता। “जो बचता है उसको 
शेषसंज्ञा होती है।' 
यथा : 47 में 5 का भाग देने पर भजनफल 9 तथा शेष 21 
47 में 15 का भाग देने पर भजनफल 3 तथा शेष 2। 
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यहाँ भाजक तिगुना होने के साथ भजनफल एक-तिहाई है, तब शेष वही 


2 है। 


गुणितसमुच्चय: समुच्चयगुणित 5 
i अर्थ--'गुणनखंडों को गुणन संख्याओं के योग का गुणनफल, गुणनफल 
भी गुणन संख्याओं के योग के समान होता है।' 

यथा : (2क + 1)(3क + 5) = (6कः+ 139 + 5) 

के प्रकरण में (2 + 1)(3 + 5) 5 (6 + 13+ 5) 

प्रत्येक पक्ष 24 के समान 

संख्याओं के योग तथा गुणन के नवांक एवं एकादशांक परीक्षण इसी 
उपसूत्र पर आधारित È | 


25. dg योग : 

अर्थ--दृंद्द योग अर्थात्‌ द्वयात्मक पद। इसके दो अर्थ है -- 

(1) वर्ग निकालने के अर्थ में, 

(2) तिर्यक गुणन के अर्थ में। 

एक अंक की संख्या में इसका अर्थ वर्ग लिया जाता है तथा सम संख्या 
वाले अंकों की संख्या के संदर्भ में तिर्यक्‌ गुणन के दुगुने के अर्थ में। 


7 
7 का 8g योग | -7x7-49 
7 ठर 
B yee 
72 का gg योग Di SOS?) - 28 
TORO) 
TED कक 
723 का gg योग = AG ४ 3) t 
T ७2-33 
= 46 


26. ध्वजांक 
अर्थ--ध्वज संख्या। 


यह उपसूत्र ' ऊर्ध्व तिर्यगभ्याम्‌' का सीधा अनुप्रयोग है | इस सूत्र का भाग 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


वैदिक अंकगणित 27 


में प्रयोग होता है। भाजक के दो हिस्से किए जाते हैं; यथा : 83 में 8 को 
भाजक स्तंभ में रखकर 3 को उसके ऊपर दाहिनी ओर ध्वज की तरह रखते 
हैं। सारा-का-सारा भाजन कार्य 8 द्वारा होगा | 


27. शुद्ध: 

अर्थ--शोधित राशि। 

यह सूत्र संख्याओं के योग में काम आता है। कुछ पुस्तकों में यह सूत्र 
देखने को मिलता है। स्थानीय अंकों का योग करते समय जैसे ही योग इकाई 
के अंक को पार करता है, बाई ओर के अंक को एकाधिक कर दिया जाता 
है तथा पुनः शुद्ध इकाई अंक लेकर आगे बढ़ते हैं। 


यथा : 3 8 4 
0 5 
i 6 
6 ] 5 
28. कूट सूत्र 


अर्थ--गोपनीय भाषा में प्रकट गणितीय तथ्य | 

“कादि नव, टादिनव, पादि पंचक याद्यष्टक तथाक्ष: शून्यम्‌।' 

कूट भाषा में qu का मान इस प्रकार है-- 

“गोपी भाग्य मधुब्रात श्रृंगेशोदधि संधिग। खल जीवित खाताव गल हालार 
संधर॥' 

कुछ अन्य सूत्र इस प्रकार हैं- 

“कलौ क्षुद्र Wd! 

“कंसे क्षाम दाह खलैर्मलैः ' 

“केवलैः सप्तक गुण्यात्‌'। 
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संख्याएँ और उनका निरूपण 


1. संख्याएँ 

भावों की अभिव्यक्ति जीवन का अभिन्न अंग है। मनुष्य अपने भावों को 
अभिव्यक्ति भाषा के द्वारा करता है। वह अपनी दैनिक आवश्यकताओं की 
जानकारी गणना के द्वारा करता है। कितनी वस्तु की उसे आवश्यकता है? 
कितनी वस्तु उसके पास है? कितनी वस्तु के बदले कितनी वस्तु उसे दूसरे 
को प्रदान करनी है? किस काम को करने में कितना समय लगेगा ? आदि- 
आदि। इन सबका आधार संख्याएँ तथा गणना है। 

जिस दिन मनुष्य ने संसार में पदार्पण किया उसी दिन से उसके मस्तिष्क 
में संख्या बुद्धि को उत्पत्ति हुई। अलग-अलग लोगों में संख्या बुद्धि अलग- 
अलग होती है। किसी भी पृथक्‌ वस्तु को वह एक मान कर चलता है और 
उसके गिनने की सीमा अलग-अलग होती है। 

एक के साथ उसी तरह की एक-एक वस्तु मिलते रहने पर संख्याओं का 
विस्तार होता है। 

एक के साथ एक और मिल जाने पर दो, दो के साथ एक और मिल जाने 
पर तीन, तीन के साथ एक और मिल जाने पर चार, इस प्रकार संख्याओं का 
विस्तार होता है। 

पशु तथा पक्षियों में भी संख्या बुद्धि होती है। अमेरिका के बोलीविया प्रदेश 
कौ चिकट्टो जाति को भाषा में संख्यासूचक कोई शब्द नहीं है। ये केवल 'एक' 
के लिए ' एत्म' शब्द का प्रयोग करते हैं तथा उससे आगे नहीं गिन सकते । 

` अमेरिका के 'ग्वायकुरु' परिवार के “बोटोसूडो' नामक कबीले के लोगों की 
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बोली में दो संख्यात्मक शब्द हैं 'मोकेनम' (एक) और 'उरुह' (बहुत)। ये 
लोग दो या तीन भी नहीं कह सकते। अमेरिका में एक ऐसी जाति है, जिसका 
नाम है ' अंसाबलाडा'। इनकी भाषा में दो संख्यात्मक शब्द हैं-'ते' (एक) 
और 'कयापा' (दो)। इसी देश में एक बोली है 'मोबोकोबी'। इस बोली में 
भी संख्या संबंधी दो शब्द हैं--'यांत्वक' (एक) और 'यांका' (दो)। संसार 
में कुछ ऐसी जातियाँ हैं, जिनकी भाषा में तीन तक की गिनती है। ' फूगन' 
नाम की जाति की बोली में केवल तीन संख्यात्मक शब्द हैं--'कउली' (एक), 
“कंपायपी' (दो) और 'मातेन' (तीन) | 'बरोरो' नामक जाति की बोली में भी 
तीन संख्यासूचक शब्द हैं-*कउए,' (एक), मकऊए (दो) और उऊउए (तीन) । 
संसार की कुछ जातियाँ चार तक गिन सकती हैं। कुछ जातियाँ पाँच तक गिन 
लेती हैं। संसार की अधिकांश पुरानी जातियों को केवल पाँच तक का ज्ञान 
था। कप्तान पेरी के अनुभव के अनुसार, 'एक्जिमो' जाति का कोई व्यक्ति उस 
समय केवल सात तक गिन सकता था। 

सभ्यता के विकास के साथ-साथ मनुष्य ने बोलना, गिनना, लिखना तथा 
पढ़ना सीखा। एक के साथ एक के मिलने से आगे की संख्याएँ तैयार हुईं तथा 
इनको नाम दिए गए। 

एक, दो, तीन, चार, पाँच, छ:, सात इत्यादि। इन संख्याओं को प्राकृतिक 
संख्याएँ कहते हैं । ये गिनने के काम आती हैं | विश्व में तीन प्रकार की संख्याओं 
का प्रयोग होता है। 


(1) गणनात्मक संख्याएँ--जैसे एक, दो, तीन, ““” आदि। 


(2) क्रम संख्याएँ--जैसे प्रथम, द्वितीय, तृतीय, ” आदि। 


-2 -] 0 I 2 3 
——————$— — ——€— —— —€— —— —€9— ———9— —— —9— — —— 
पूर्व qd आरंभिक प्रथम द्वितीय तृतीय 

द्वितीय प्रथम 


(3) गुणन संख्याएँ--जैसे समान, दुगुना, तिगुना, आदि। 
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समान दुगुना तिगुना चौगुना 


I. संख्यांक एवं संपूर्ण सख्याएँ 

संख्याओं को लिखने के लिए अलग-अलग समयों में अलग-अलग देशों 
में अलग-अलग संकेतों का प्रयोग किया गया। वर्तमान में विश्व में प्रचलित 
दाशमिक पद्धति भारत की देन है। इसमें दस संकेतों के माध्यम से संख्याओं 
को निरूपित किया जाता है। ये भारत से अरब के रास्ते यूरोप में पहुँचे। 
देवनागरी, अरबी तथा अंग्रेजी के संख्यांक इस प्रकार हैं- 


देवनागरी — 9, र क छा फक्त 6 S 
अरबी च > do E 22 s % GC ‘Nd 
अंग्रेजी — (dV 2. 9; 45 SIRE 


देवनागरी में संकेत o, शून्य को निरूपित करता है; जिसकी खोज का श्रेय 
भारत को जाता है। यह रिक्तता का सूचक है। १, २, ३, ४, ५, ६, ७, ८ 
और ९ क्रमशः एक, दो, तीन, चार, पाँच, छः, सात, आठ एवं नौ को निरूपित 
करते हैं। इनके संगत अरबी और अंग्रेजी भाषाओं के संकेत ऊपर दिए हैं। 
अंग्रेजी के संख्यांकों को अंतरराष्ट्रीय संख्यांक माना गया है। व्यवहार में हम 
इन्हें अंक के नाम से पुकारते हैं। संख्यांकों की कुल संख्या दस है। 

इन संकेतों से पहले । लिख देने पर आगे की संख्याएँ दस 10, ग्यारह 
11, बारह 12, तेरह 13, चौदह 14, पंद्रह 15, सोलह 16, सत्रह 17, अठारह 
18 एवं उन्नीस 19 प्राप्त होती हैं। इन्हीं संकेतों से पूर्व लिख देने पर आगे 
को संख्याएँ बीस 20, इक्कीस 21, बाईस 22, तेईस 23, चौबीस 24, पच्चीस 
25, छन्त्रीस 26, AMSA 27, अट्ठाईस 28 तथा उनतीस 29 प्राप्त होती हैं । 
इसी प्रकार 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 125 आदि को 0, 1, 2, 3, 4. 5, 
6, 7, 8, 9 के पहले लिखने पर आगे की सभी संख्याएँ प्राप्त होती हैं। इस 
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प्रकार हम संपूर्ण संख्याओं (Whole Numbers) को लिख सकते हैं। ये इस 
प्रकार होंगी 


90. 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98. 99, 

100. 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109 इत्यादि। 

दाएँ से बाएँ लिखे अंकों के स्थानों के नाम इस प्रकार होते हैं-- 

पहला--इकाई, दूसरा--दहाई, तीसरा-सैकड़ा, चौथा--हजार, पाँचवाँ-- 
दस हजार, छठवाँ--लाख, सातवाँ--दस लाख, आठवाँ--करोड़, नौवाँ--दस 
करोड, दसवाँ--अरब, ग्यारहवाँ-दस अरब, बारहवाँ--खरब, तेरहवॉ--दस 
खरब, चौदहवाँ--नील, पंद्रहबॉ-दस नील, सोलहवॉ--पद्म, सत्रहवा--दस 
पद्य, अठारहवाँ--संख, उन्‍नीसवाँ--दस संख, बीसवॉ--महासंख । तैत्तिरीय संहिता 
में संख्याओं का विस्तार इस श्लोक में द्रष्टव्य $— 

““शताय स्वाहा सहस्राय स्वाहाऽयुताय स्वाहा नियुताय स्वाहा प्रयुताय 
स्वाहाऽर्बुदाय स्वाहा न्यर्बुदाय स्वाहा समुद्राय स्वाहा मध्याय स्वाहा न्ताय स्वाहा 
परार्धाय स्वाहेषसे स्वाहा।'' (तैत्तिरीय संहिता 7-2-20-1) 

0 से लेकर 100 तक संख्याओं के नाम इस प्रकार हैं- 

0 शून्य, 1 एक, 2 दो, 3 तीन, 4 चार, 5 पाँच, 6 छः, 7 सात, 8 , 
9 नौ, 10 दस, 11 ग्यारह, 12 बारह, 13 तेरह, 14 चौदह, 15 पंद्रह, 16 सोलह 
17 सत्रह, 18 अठारह, 19 उन्नीस, 20 बीस, 21 इक्कोस, 22 बाईस, 23 तेईस 
24 चौबीस, 25 पच्चीस, 26 छब्बीस, 27 सत्ताइस, 28 अट्ठाइस, 29 उनतीस. 
30 तीस, 31 इकतीस, 32 बत्तीस, 33 तैंतीस, 34 चौतीस, 35 पैंतीस 
36 छत्तीस, 37 सैंतीस, 38 अडतीस, 39 उनतालीस, 40 चालीस, 41 इकतालीस 
42 बयालीस, 43 तैंतालीस, 44 चौवालीस, 45 पैंतालीस, 46 छियालीस. 
47 सैंतालीस, 48 अडतालीस, 49 उनंचास, 50 पचास, 51 इक्यावन, 52 बावन 


. 53 तिरेपन, 54 चौवन, 55 पचपन, 56 छप्पन, 57 सत्तावन, 58 अट्ठावन 


59 उनसठ, 60 साठ, 61 इकसठ, 62 बासठ, 63 तिरेसठ, 64 चौसठ, 65 पैंसठ 
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66 छासठ, 67 सड़सठ, 68 अड़सठ, 69 उनहत्तर, 70 सत्तर, 71 इकह तर, 
72 बहत्तर, 73 तिहत्तर, 74 चौहत्तर, 75 पचहत्तरं, 76 छिहत्तर, 77 सतहत्तर, 
78 अठहत्तर, 79 उन्यासी, 80 अस्सी, 81 इक्यासी, 82 बयासी, 83 तिरासी, 
54 चौरासी, 85 पचासी, 86 छियासी, 87 सत्तासी, 88 अट्ठासी, 89 नवासी, 
90 नब्बे, 91 इक्यानबे, 92 बानबे, 93 तिरानबे, 94 चौरानबे, 95 पंचानबे, 96 
छियानबे, 97 सत्तानबे, 98 अट्ठानबे, 99 निन्यानबे, 100 सौ। 

इन संख्याओं के नाम याद करने के बाद आगे के अंकों का नाम sm 
से दाएँ अंकों के स्थान नाम के साथ प्रारंभ करके पढ़ा जाता है। यथा-- 
2,05,738 को हम दो लाख पाँच हजार सात सौ अड़तीस पढ़ेंगे तथा 1,85,37,432 
को हम एक करोड़ पचासी लाख सैंतीस हजार चार सौ बत्तीस पढ़ेंगे। 


LI. प्रति प्राकृतिक संख्याओं की अवधारणा 
" प्राकृतिक संख्याओं और संपूर्ण संख्याओं की जानकारी के बाद हमारा 
संख्याओं का क्षेत्र पूर्ण नहीं हो जाता। अनेक अवसरों पर हमें कुछ विशेष प्रकार 
की संख्याओं की आवश्यकता पड़ जाती है। जेसे-- 
उदाहरण 1 : 

दो गाँवों में जानवरों की संख्या क्रमश: 60 तथा 90 है। दूसरे गाँव के 
लोग पहले गाँव से 20 जानवर खोलकर ले जाते हैं, परंतु दैवयोग से उनके 
गाँव में किसी संक्रामक रोग से 25 जानवर मर जाते हैं। वर्तमान समय में इस 
गाँव में पहले की अपेक्षा कितने जीवित जानवर अधिक हैं? 

यहाँ उत्तर (-5) आता है, क्योंकि 90 की सामान्य स्थिति जानवरों को 
संख्या को दो भागों में बाँट देती है। 

0) 90 से अधिक (ii) 90 से कम 

गाँव में जानवरों की कमी 25-20-5 को आधिक्य के पदों में देखें तो 
हमें कमी के साथ ऋण चिह्न (-) का प्रयोग करना पड़ेगा। 
उदाहरण 2 : 

मेरे पास 3,00,000 रुपए हैं; परंतु बेटी की शादी में मेरे 3,55,000 रुपए 
खर्च हो गए। अब मेरे पास कितने रुपए शेष हैं? 

उत्तर - 55,000 रुपए आता है। 

यहाँ खर्च किए गए रुपयों की संख्या मौजूद रुपयों से अधिक है। अतः 
मुझे 3,00,000 रुपयों से ऊपर के अधिक रुपयों 3,55,000-3,00,000-55,000 
की अलग से व्यवस्था करनी पड़ी, जो मुझको ऋण के रूप में कहीं से लेने 
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पड़े। अतः शेष रुपए यहाँ ऋण के रूप में हैं । अत: उत्तर -55,000 रुपए आया। 

उपर्युक्त उदाहरणों से हमने देखा कि हमारा संख्या क्षेत्र प्राकृतिक संख्याओं 
से पूर्ण नहीं हो जाता। हमें अन्य संख्याओं की भी आवश्यकता है। 

किसी दी गई प्राकृतिक संख्या से अन्य प्राकृतिक संख्या की न्यूनता 
आधिक्य के पदों में प्रति प्राकृतिक संख्या कहलाती हे । प्रति प्राकृतिक संख्याएँ 
प्राकृतिक संख्याओं के साथ मिलकर उनके मान को न्यून करती हैं। 

| किसी दी गई प्राकृतिक संख्या से अन्य प्राकृतिक संख्या की अधिकता 

प्राकृतिक संख्याओं 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, इत्यादि से निरूपित होती हैं। अतः 
न्यूनता को अधिकता के पदों में क्रमशः संख्याओं -1. -2. -3. -4. - 5, 
IP NUN... इत्यादि से निरूपित करते हैं। सम स्थिति को आधिक्य 
संख्या 0 द्वारा निरूपित करते हैं। संख्या 0 रिक्तता का सूचक है। संख्याओं 
[......., 74, 73, 72, -1, 0, 1, 2, 3, 4, .....} को पूर्ण संख्याओं के नाम से 
पुकारा जाता है। संख्याओं {1, 2, 3, 4, 5, 6, } को प्राकृतिक संख्याओं 
के अतिरिक्त धनात्मक पूर्ण संख्याएँ (Positive Integers) भी कहते हैं। 
संख्याओं {..... -5, -4, -3, -2, -1} को प्रति प्राकृतिक संख्याएँ या ऋणात्मक 
पूर्ण संख्याएं (Negative Integers) कहते हैं। 

पूर्ण संख्याओं को एक क्षैतिज सरल रेखा के सम विभाजक बिंदुओं से 
निरूपित किया जा सकता है। इसके लिए किसी एक बिंदु को मूल बिंदु (0) 
तथा इस बिंदु से दाहिनी ओर क्रमशः आनेवाले बिंदुओं को दूरियों को संख्या 
1533.4. 5:55 आदि से निरूपित करते हैं तथा बाईं ओर क्रमागत बिंदुओं 
की दूरियों को -1, -2, -3, -4. ......... इत्यादि से निरूपित करते हैं । इस रेखा 
को संख्या रेखा कहा जाता है। 


—— — M M 
za जी -2 = (0 | 2 3 4 


संख्या रेखा 


पूर्ण संख्याओं का न आदि होता है और न अंत। इनको आरोही क्रम में 
निम्न प्रकार लिखा जा सकता है। 
ma Ae Aa «aes BE S 
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योग (जोड़) 


धनात्मक पूर्ण संख्याओं का योग 

धनात्मक पूर्ण संख्याओं m तथा ॥ के योग ० +7 से तात्पर्य उस संख्या 
से है, जो ॥ का ॥ बार एकाधिक करने पर प्राप्त होती है। 

दूसरे शब्दों में- m + 12m (m का एकाधिक) 
j तथा 1) + ए ८ (ma n) 

1. पूर्ण संख्याओं का योग 

इसी प्रकार हम पूर्ण संख्याओं की योग संक्रिया को परिभाषित कर सकते 
हैं। ॥ तथा b दो पूर्ण संख्याएँ हैं तो 

951२६ (a का एकाधिक) 
तथा 8 + b- (8 + b) 


JL पूर्ण संख्याओं के योग के नियम 
() परिवेष्टन नियम : दो पूर्ण संख्याओं का योग एक पूर्ण संख्या होती 
है। 
(|) क्रम विनिमेय नियम : दो पूर्ण संख्याओं के योग करते समय. 


संख्याओं के क्रम को बदल देने पर योग वही रहता है। दूसरे शब्दों 
में, किन्हीं दो पूर्ण संख्याओं » तथा y के लिए ५ + ५ = + »। 
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Gii) 


(iv) 


(v) 


(vi) 


साहचर्य नियम : तीन पूर्ण संख्याओं का योग करते समय पहली 
दो संख्याओं का योग करके उसका तीसरी संख्या के साथ योग 
करते हैं। यदि यह क्रिया अंतिम दोनों संख्याओं का योग करके 
उसका पहली संख्या के साथ योग करें तो योग वही होगा; अर्थात्‌ 
x, y तथा z कोई तीन पूर्ण संख्याएँ हैं तो (६ + ) + 2 = ५ + (५ + 2) | 
उदाहरण : (4 +5) +7 = 4 + (5 + 7) प्रत्येक स्थिति में 16 
योग को तत्समिका : 0 योग की तत्समिका है। इसका किसी पूर्ण 
संख्या के साथ योग करें तो योग वही पूर्ण संख्या आएगा। यथा 
5+0+55। 

योज्य प्रतिलोम : किसी पूर्ण संख्या का योज्य प्रतिलोम वह पूर्ण 
संख्या है जिसे दी हुई पूर्ण संख्या के साथ योग करने पर 0 प्राप्त 
होता है। यथा 5 का योज्य प्रतिलोम -5 होगा, क्योंकि 5 + (-5) 
= 0, -x का योज्य प्रतिलोम -(-x)- x होगा। 

निरसन नियम : दो पूर्ण संख्याओं का किसी पूर्ण संख्या के साथ 
योग करके बनी दोनों संख्याएँ समान हैं तो दोनों E संख्याएँ एक 
ही हैं। अर्थात x, y तथा 7 कोई पूर्ण संख्याएँ हैं तथा x + 7 = 
yY HZ तो x- yl 


यदि x तथा y कोई दो पूर्ण संख्याएँ तथा x - y ऐसी पूर्ण संख्या है, जिससे 
y का योग करने पर संख्या » प्राप्त होती है। - 


(x - y)tyzx 
अत: (x- ४) + y + (०४) 5 x + Cy) 
अत: x + (y) = (x - y) + [y + Cy) 
= x -y)+0 
=x-y 
हम दिखा सकते हैं- 
(> 99) ८० (5) - - (८-४) 
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शा. कुछ संपूर्ण संख्याओं के लिए योग सारणी 


x+y 


l 


o ounn + (> ७) — C 
o0 -)29g tA t9 t2 — C 
२० ०० -109 tA RU r2 


Mel 
© 


यह योग सारणी कंठस्थ होने से पूर्व विद्यार्थियों को योग करने के लिए 
डँगलियों की रेखाओं या गिनतारे की सहायता लेनी पड़ती है। 
IV. एक से अधिक अंकों की संपूर्ण संख्याओं का योग-- 
परंपरागत विधि : सर्वप्रथम पहली संख्या के नीचे दूसरी संख्या इस प्रकार 
रखते हैं कि हर स्थान के संगत अंक क्रम से हों। अब इकाई के अंकों का 
योग ज्ञात करके प्राप्त संख्या के इकाई के अंक को इकाई के अंक के नीचे 
रखते हैं। इकाई के अंक रहित संख्या को हासिल के रूप में लेकर दोनों 
संख्याओं के दहाई के अंकों के साथ जोड़ते हैं। प्राप्त संख्या के इकाई के अंक 
को संख्याओं के दहाई के अंक के नीचे रखते हैं। इकाई के अंक रहित प्राप्त 
संख्या को हासिल के रूप में लेकर दोनों संख्याओं के सैकड़े के अंकों के 
साथ जोड़ते हैं। इसी प्रकार क्रिया करने के उपरांत अंत में प्राप्त संख्या को 
यथावत्‌ रख देते हैं। यह अभीष्ट योग होगा। 
उदाहरण : 56354 का 8450 से योग करो। 
हल : 56354 
8450 
64804 
G) 4 तथा 0 का योग 4,4 को इकाई के अंक के नीचे रखा। हासिल 
कुछ नहीं रहा। 
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(1) दी हुई संख्याओं के दहाई के अंकों का योग करने पर 5 + 5 - 
10, 0 को दहाई के अंक के नीचे रखा तथा हासिल 1 रहा। 
(ii) 1 को सैकड़े के अंकों के साथ योग करने पर 1 + 3 + 4 = 8, 
8 को सैकड़े के अंक के नीचे रखा तथा हासिल कुछ नहीं। 
(iv) हजार के अंकों का योग करने पर 6 + 8 = 14, 4 को हजार के 
अंक के नीचे रखा तथा हासिल । रहा। 
| (v) । को दस हजार के अंकों के साथ योग करने पर 1 + 5 = 6, 
6 को यथावत्‌ दस हजार के अंक के नीचे रखा। प्राप्त योग 64804 


दोष--इस विधि में दोष यह है कि दो से अधिक संख्याओं का योग एक साथ 
करने पर बड़ी संख्याएं आती हैं तो योग की क्रिया जटिल हो जाती है और 
गणना में भूल के कारण त्रुटि हो सकती है। यथा-- 


89789 
76987 
97686 
68978 

5327 
82435 
31280 
43382 
89987 
78866 


के +++++++ 


इकाई के अंक में 9 और 7 के साथ योग करने पर 16, अब 16 का 6 
के साथ योग करने पर 22 तथा 22 का 8 के साथ योग करने पर 30 इत्यादि। 
इस प्रकार योग में बड़ी संख्याएँ प्रयुक्त हो रही हैं तथा भूल को संभावना है। 
विशेषकर भूल संख्याओं के स्मरण रखने में हो जाती है। 


V. पूर्ण संख्याओं के योग की वैदिक विधि (suga 'शुद्धः )— 

इस विधि में पहले इकाई के अंकों का योग करना प्रारंभ करेंगे। जेसे ही 
योग 9 से अधिक होता है तब जोड़े गए अंक के बाई ओर के अंक के ऊपर 
एकाधिक चिह्न (  ) लगा देंगे, जो उंस अंक को पहले से एक अधिक कर 
देगा। वास्तव में यहाँ वैदिक सूत्र 'एकाधिकेन पूर्वेण' का प्रयोग हो रहा है। 
यदि बाई ओर अंक नहीं है तो शून्य मानकर एकाधिक चिह्न ( ) का प्रयोग 
करेंगे। 
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अब इकाई के अंक को शुद्ध मान के रूप में लेकर योग क्रिया आगे बढ़ाएँगे | 
क्रिया इसी प्रकार चालू रखेंगे तथा अंत में प्राप्त योग इकाई अंक के नीचे लिखेंगे। 
यही क्रिया दहाई, सैकड़े इत्यादि अंकों के लिए करते हुए योग प्राप्त कर लेंगे। 
उदाहरण--1325, 214, 381 तथा 853 का योग करो। 
हल-- 1325 
214 
ELT 
0853 | 
ams | 
पहली संख्या के इकाई के अंक 5 के साथ दूसरी संख्या के इकाई के 
अंक 4 का योग करने पर 9 प्राप्त हुआ, जिसके साथ अगली संख्या के इकाई 
के अंक | का-योग करने पर 10 प्राप्त हुआ, जो 9 से अधिक है। अत: तीसरी 
संख्या | के बाई ओर के अंक 8 के ऊपर एकाधिक चिह्न ( ) लगाया। अब 
10 के इकाई के अंक 0 को शुद्ध मान के रूप में लेकर अगली संख्या के 
इकाई के अंक 3 के साथ योग करेंगे, जो कि 3 आता है। अतः इकाई को 
संख्याओं के नीचे योग में 3 लिखा जाएगा। 
अब दहाई के अंकों पर आते हैं। पहली संख्या के दहाई के अंक 2 के 
साथ दूसरी संख्या के दहाई के अंक | का योग करने पर 3 प्राप्त हुआ। 3 
से तीसरी संख्या के दहाई के अंक 8 (9) का योग करने पर 12 प्राप्त हुआ, 
जो 9 से अधिक है। अत: तीसरी संख्या के दहाई के अंक के बाईं ओर के 
अंक 3 के ऊपर O) fug अंकित किया। अब 12 के इकाई के अंक 2 
के साथ अगली संख्या के दहाई के अंक 5 का योग करने पर 7 प्राप्त हुआ। 
7 को दहाई के अंक के नीचे लिख देंगे। 
अब सैकड़े के अंकों पर आते हैं। पहली संख्या के सैकड़े के अंक 3 
का दूसरी संख्या के सैकड़े के अंक 2 का योग किया, जो 5 आया। अब 5 
के साथ तीसरी संख्या के सैकड़े के अंक 3 (4) का योग किया, जो कि 9 
आया। 9 के साथ अंतिम संख्या के सैकड़े के अंक 8 का योग करने पर 17 
प्राप्त हुआ, जो कि 9 से अधिक है। अत: अंतिम संख्या में सैकड़े की संख्या 
के बाई ओर अंक को अनुपस्थिति में 0 लिखकर उसके ऊपर (  ) चिह्न लगा 
देंगे। योग को पंक्ति में सैकड़े के अंक के नीचे 7 लिखेंगे। 
अब हजार के अंकों का योग 2 आता है। अत: योग की पंक्ति में हजार 
के अंक के नीचे 2 लिखेंगे। इस प्रकार योगफल 2773 प्राप्त हुआ। 
टिप्पणी : ध्यान रहे, अंक के ऊपर बिंदु का चिह्न वास्तव में हासिल का 


1 है, जो संख्याओं का योग करते समय प्रकट होता है। a 
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व्यवकलन 3 


L पूर्ण संख्याओं का व्यवकलन (घटाना)-- 


धनात्मक पूर्ण संख्याओं अर्थात प्राकृतिक संख्याओं का व्यवकलन या घटाने 
की प्रक्रिया एक न्यून करते जाने की प्रक्रिया है। 8 में से 3 घटाने का अर्थ 
होगा 8 में से 3 बार । न्यून किया जाए। 

8 से प्रथम बार । न्यून करने पर 7, द्वितीय बार 1 न्यून करने पर 6 तथा 
तृतीय बार 1 न्यून करने पर 5 प्राप्त होता है । परंतु प्रश्‍न यह उठता है कि 8 
से (-3) घटाने पर क्या प्राप्त होगा? 

पूर्ण संख्याओं के व्यवकलन को हम इस प्रकार परिभाषित करेंगे-- 

“पूर्ण संख्या x से पूर्ण संख्या के व्यवकलन करने पर प्राप्त संख्या 
x-y से तात्पर्य उस संख्या से है, जिसमें ५ का योग करने पर संख्या x प्राप्त 
होती है।' अत: 8-(-3) का अर्थ एक ऐसी संख्या से है, जिसमें -3 जोड़ने 
पर 8 प्राप्त होता है। अर्थात्‌ 3 न्यून करने पर 8 प्राप्त होता है। 

वह संख्या हमें 8 के साथ 3 का योग करने पर प्राप्त होती है। 

8 - (3) =8+3 
= | 

यदि x तथा y दो संपूर्ण संख्याएँ हैं तो दिखाया जा सकता है-- 

(Q Cx)-y2-(«-*y) 

Gi) (-x)- Cy)=y-x 

(1) x-(y)=x+Y 
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पूर्वोक्त तीनों सूत्र पूर्ण संख्याओं के व्यवकलन में हमारे लिए सहायक सिद्ध 
होते हैं। 


IL कुछ संपूर्ण संख्याओं के लिए व्यवकलन सारणी -- 
X-Y 


७ 0 -10 (७ -> ७ ७ — 
७ ०० -0 ७  + ९२ D o— 
o0 -1 OQ t & (७० t — O 
Yl AED SNE © 


II. संपूर्ण संख्याओं के व्यवकलन की वैदिक विधियां 

दो या दो से अधिक अंकों की संपूर्ण संख्याओं के व्यवकलन से संबंधित 
वैदिक विधियों पर हम अब चर्चा करेंगे। 

6) प्रथम विधि--पहली विधि 'एकन्यूनेन पूर्वेण’ सूत्र पर आधारित है। 
इस विधि को स्पष्ट करने हेतु हम उदाहरण की सहायता लेंगे। माना 318 में 
से 263 घटाना È | 


- सर्वप्रथम पहली संख्या के नीचे दूसरी संख्या अंकों के स्थानों के क्रम को 
ध्यान में रखते हुए रखी। 


318 
- 263 


055 


इकाई के अंक 8 में से 3 घटाकर प्राप्त 5 को क्षैतिज रेखा के नीचे इकाई 
के स्थान पर रखा। अब पहली संख्या के दहाई के अंक । से दूसरी संख्या 
का दहाई का अंक 6 घटाना है; परंतु 1, 6 से छोटा है, अतः 1 से 6 घटाने 
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के लिए हासिल की आवश्यकता पड़ेगी। इसके परिणामस्वरूप 1 के बाई ओर 
के अंक 3 को एकन्यून करेंगे तथा 11 से 6 घटाएँगे। इस प्रकार प्राप्त संख्या 
5 को क्षैतिज रेखा के नीचे दहाई के स्थान पर रखेंगे। अंक 3 को न्यून करने 
के लिए मिटाने या काटने को आवश्यकता नहीं होती, बस अंक के नीचे बिंदु 
लगा देंगे। 

अब पहली संख्या के सैकड़े के अंक एकन्यूनीकृत तीन (3) अर्थात्‌ 2 
से दूसरी संख्या के सैकड़े के अंक 2 को घटाएँगे। हमें शून्य प्राप्त होता है। 
क्षेतिज रेखा के नीचे सैकड़े के स्थान पर शून्य लिख देंगे। इस प्रकार प्राप्त 
फल 55 हुआ। 

(i) द्वितीय विधि--इस विधि में हासिल लेते समय ऊपरवाली संख्या के 
बाई ओर के अंक को एकन्यून करने के स्थान पर नीचे की संख्या के बाई 
ओर के अंक को एकाधिक कर देते हैं। यहाँ पर बैदिक सूत्र 'एकाधिकेन पूर्वेण 
कार्य करता है। उदाहरण के लिए उपर्युक्त प्रश्‍न को ही लेते हैं। हमें 318 में 
से 263 घटाना है। यहाँ पर हम हासिल लेने के बाद 6 के बाई ओर के अंक 
2 के ऊपर एकाधिक चिह्न (  ) लगा e इस प्रकार में से 2 अर्थात्‌ 3 
घटाने पर शून्य आया। - 

318 
- 263 
055 


(iii) परम मित्र अंकों की सहायता से व्यवकलन--इस विधि को समझने 
से qd पहले परम मित्र अंकों के बारे में जानकारी प्राप्त कर लेना आवश्यक 
है। परम मित्र अंकों के जोड़े इस प्रकार हैं-(1,9), (2,8), (3,7), (4,6) तथा 
(5,5) | इन अंकों के युग्मों की विशेषता यह है कि युग्म के अंकों का योग 
10 है तथा प्रत्येक युग्म के दोनों अंकों की पूर्ण घात करने पर संख्याओं के 
इकाई के अंक या तो समान हैं या परम मित्र। यथा-- 


संख्या वर्ग घन चतुर्थ घात 
2 4 8 16 
8 64 512 4096 


उपर्युक्त उदाहरण 2,8 का योग 10 है (अर्थात्‌ 10 के पूरक)। 2 का 
वर्ग 4 तथा 8 का वर्ग 64 है। इनके इकाई के अंक 4 समान हैं। 2 तथा 8 
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के घन 8 तथा 512 हैं। इनके इकाई के अंक क्रमशः 8 तथा 2 id इनका योग 
10 है, अतः ये परम मित्र हैं। इसी प्रकार इनकी चतुर्थ घात के इकाई के अंक 
6 समान हैं। didit 

परम मित्रों की विधि से व्यवकलन क्रिया में हम नीचे के अंक के ऊपर 
के अंक से बडे होने की स्थिति में घटाने की क्रिया को परम मित्र के द्वारा 
योग क्रिया में बदल लेते हैं। हम इस स्थिति में नीचे के अंक के स्थान पर 
उसका परम मित्र रखकर ऊपरवाले अंक में जोड़ देते हैं तथा ऊपर की संख्या 
की बाई ओर के अंक को एकन्यून कर देते हैं अथवा नीचेवाली संख्या के बाई 
ओर के अंक को एकाधिक कर देते हैं और घटाने की प्रक्रिया पूर्ण करते हैं। 

उदाहरण के लिए-- 

428 से 389 घटाना है। 

सर्वप्रथम 428 के नीचे 389 विधिवत्‌ रखा। अब ऊपर की संख्या का इकाई 
का अंक 8 नीचे की संख्या के इकाई के अंक 9 से छोटा है, अत: 8 में 9 
का परम मित्र 1 जोड़कर रेखा के नीचे इकाई के स्थान पर 9 रख देंगे तथा 
ऊपर की संख्या के बाईं ओर के अंक 2 के नीचे एकन्यून चिह्न लगाएँ अथवा 
नीचे की संख्या के बाई ओर की संख्या 8 पर एकाधिक चिह्न लगा देंगे। 


पहली स्थिति दूसरी स्थिति 
428 428 
- 389 - 389 
039 039 


पुन: पहली संख्या का दहाई का अंक दोनों स्थितियों में दूसरी संख्या के 
दहाई के अंक से छोटा है, अतः प्रथम स्थिति में 2 (1) में 8 का परम मित्र 
2 जोड़ेंगे तथा दूसरी स्थिति में 2 में 8 (9) का परम मित्र 1 जोडेंगे। दोनों ही 
स्थितियों में हमें 3 प्राप्त होता है, जिसे क्षेतिज रेखा के नीचे दहाई के स्थान 
पर रखेंगे। अब पहली स्थिति में ऊपर की संख्या के बाई ओर के अंक 4 के 
नीचे एकन्यून fum लगाएँगे अथवा दूसरी स्थिति में नीचेवाली संख्या के बाई 
ओर के अंक 3 के ऊपर एकाधिक fug लगाएँगे। अब सैकड़े के अंक के 
लिए व्यवकलन क्रिया करने पर दोनों स्थितियों में इस स्थान के लिए अंक 0 
प्राप्त होता है तथा अभीष्ट फल 39 मिला। 


इस विधि का दूसरा स्वरूप इस प्रकार है : सर्वप्रथम व्यवकलन की 
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जानेवाली संख्या को उस संख्या के नीचे रखेंगे, जिसमें से व्यवकलन किया 
जाना है तथा यह ध्यान रखेंगे कि इकाई का अंक इकाई के नीचे, दहाई का 
अंक दहाई के नीचे, सैकड़े का अंक सैकड़े के नीचे तथा इसी प्रकार अन्य 
अंक क्रम से आएँ। नीचे की संख्या का कोई अंक यदि ऊपर की संख्या के 
संगत अंक से बड़ा है तो उसके बाएँवाले अंक के ऊपर एकाधिक fum (^) 
अंकित करेंगे। यह क्रिया दाएँ से प्रारंभ करके बाएँ समाप्त करेंगे। अब एकाधिक 
अंकों के दाहिनी ओरवाले अगले अंक को 10 के पूरक अंकों (अर्थात्‌ परम 
मित्र अंकों) में बदलकर उनके ऊपर ( - ) ऋण का चिह्न लगा देते हैं। अब 
व्यवकलन क्रिया संपन्न करते हैं। इस क्रिया में ऋण fug अंकित अंक घटाते 
समय ऊपर के अंक में जुड़ जाते हैं। चूँकि क्रिया मौखिक ही की जानी है, 
अत: वही पहले वाली बात आ जाती है। 


428 428 
389 = दी 
039 


(v) व्यवकलन तथा 'निखिलं नवतः सूत्र का प्रयोग-- 

10 के किसी घात अर्थात्‌ 10, 100, 1000, 10000 आदि में से कोई 
प्राकृतिक संख्या घटाना इस सूत्र के द्वारा बहुत सरल हो जाता है। 'निखिलं 
नवतश्चरमं दशत:' का अर्थ है सबको 9 से तथा एकदम अंतिम (दाहिने अंक) 
को 10 में से घटाएँ। इस कार्य हेतु संख्या से पूर्व आवश्यक शून्य बढ़ाकर अंकों 
की संख्या पहली संख्या के शून्यो की संख्या के समान बना ली जाती है, फिर 
सूत्र का प्रयोग कर व्यवकलन क्रिया की जाती है। 

यथा 10000-342 = 10000 
- 0342 


OS 


स्पष्टीकरण : 10000 में चार शून्य हैं, अतः 342 से पूर्व एक शून्य 
बढ़ाकर चार अंक की संख्या 0342 बना ली। 

0 को 9 से घटाने पर 9 

3 को 9 से घटाने पर 6 

4 को 9 से घटाने पर 5 

2 को 10 से घटाने पर 8 
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अभीष्ट फल 9658 — À 3 
उपर्युक्त सूत्र के प्रयोग के द्वारा व्यवकलन के प्रश्नों को योग के प्रश्नों 


में बदलकर आसानी से हल किया जा सकता है। घटाई जानेवाली संख्या तथा 
आगेवाली 10 की घातवाली संख्या का अंतर ' निखिलं नवत: ' सूत्र के द्वारा ज्ञात 
करके इसे पहली संख्या के नीचे रखते हैं। पहली संख्या के दूसरी संख्या से | 
एकदम बाई ओर के अंक को एकन्यून करके उसमें नीचे की संख्या को जोड़ 
देते हैं। i | 
यथा : 23731 में से 874 घटाएं। 
हल : 874 से अगली 10 की घातवाली संख्या 1000 है । ' निखिलं नवत: ' 
सूत्र से 874 का पूरक 126 प्राप्त हुआ। अब 23731 के नीचे 126 को विधिवत्‌ 
यथास्थान रखा। , 
23731 
126 
22857 


ऊपर की संख्या के नीचेवाली संख्या से एकदम बाएँवाले अंक 3 को एक 
| न्यून कर दिया, फिर योग क्रिया संपन्न को। अभीष्ट व्यवकलन फल इस 
योगफल 22857 के समान है। 


IV. शिरोरेखायुक्त संख्याएँ 

अर्थ : 

जिन संख्याओं में ऋणात्मक तथा धनात्मक दोनों प्रकार के अंकों का प्रयोग 
हो उन्हें शिरोरेखायुक्त संख्या कहते हैं। शिरोरेखायुक्त संख्याओं में किसी संख्या 
के 5 या 5 से बड़े अंकों को सामान्यतः संख्यात्मक दृष्टि से छोटे अंकों के 
रूप में परिवर्तित करके लिखा जा सकता है। ऐसा करने से सभी प्रकार की 
क्रियाएं; यथा-योग, व्यवकलन, गुणन एवं भाग सरल हो जाती हैं। 

' सर्वप्रथम “विलोकनम्‌' उपसूत्र से अर्थात्‌ देखकर बडे अंकों के समूहों को 
चुनते हें । इसके उपरांत “निखिलं नवतश्चरमं दशतः' (प्रत्येक अंक को 9 में 
से तथा अंतिम दाहिने अंक को 10 में से घटाकर) सूत्र का प्रयोग कर प्रत्येक 
समूह के पूरक प्राप्त कर उन्हें रेखांकित (ऋणात्मक) अंकों के रूप में लिखते 
हैं तथा समूह या समूहों के बाई ओर के अंक को 'एकाधिकेन पूर्वेण' सूत्र 


के iu द्वारा एकाधिक कर देते हैं। यह कार्य दाएँ से बाएँ क्रमश: किया 
जाता I 
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उदाहरण (1) : 27385 को शिरोरेखायुक्त संख्या के रूप में परिवर्तित 
करके लिखो। 

हल : यहाँ पर 5 या 5 से बड़े अंक या अंकों का समूह 7 तथा 85 हैं। 
7 तथा 85 के लिए “निखिलं' सूत्र के द्वारा इनके पूरक 3 तथा 15 प्राप्त हुए। 

अब हम 85 के स्थान पर 15 लिखेंगे तथा 85 के बाई ओर के अंक 
3 को एकाधिक अर्थात्‌ 4 कर देंगे। इसी प्रकार 7 के स्थान पर 3 तथा इसके 
बाई ओर के अंक 2 को एकाधिक अर्थात्‌ 3 कर देंगे। 

इस प्रकार 27385 का शिरोरेखा स्वरूप 

33415 प्राप्त हुआ। 

उदाहरण (2 ) : 3948 को शिरोरेखायुक्त संख्या के रूप में परवर्तित करो । 

हल : इकाई का अंक 8 है, अतः 8 के स्थान पर ऋण fug (-) के 
साथ 8 का रेखांकित पूरक 2 लिखेंगे। दहाई के अंक 4 के स्थान पर एकाधिक 
करके 5 लिखेंगे, परंतु 5 बड़ा अंक होने के कारण 5 के स्थान पर ऋण fug 
के साथ 5 का रेखांकित पूरक 5 होगा तथा सैकड़े के स्थान पर 9 का एकाधिक 
10 हो जाएगा। परंतु 10 बड़ा अंक है, अतः इसके स्थान पर ऋणचिह युक्‍त 
10 का पूरक 0 लिखा जाएगा। अंत में हजार के स्थान पर 3 का एकाधिक 
4 हो जाएगा। 

अतः 3948 का शिरोरेखा स्वरूप 4052 होगा। 

शिरोरेखायुक्त संख्याओं को मूल संख्या में बदलना--इस कार्य हेतु 
शिरोरेखायुक्त संख्याओं में ऋणात्मक अंकों के स्थान पर उनके पूरक रखेंगे तथा 
उनसे अगले स्थान के अंक को 'एकन्यूनेन पूर्वेण' सूत्र के अनुसार | कम करके 
लिखेंगे i 

यथा : 15 2 4 को मूल संख्या में बदलने हेतु इकाई के अंक के स्थान 
पर 4 का पूरक 6 रखेंगे। दहाई के अंक 2 को 1 कम करके उसके स्थान 
पर 1 रखेंगे। सैकड़े के अंक के स्थान पर 2 का पूरक 8 लिखेंगे तथा हजार 
के अंक । के स्थान पर इससे । न्यून कर 0 लिखेंगे अथवा रिक्त रहने देंगे। 
अत: मूल संख्या 816 होगी। 

वैसे भी 1 5 2 4 = 1020-204 = 816 

3731 के प्रकरण में 'निखिलम्‌' सूत्र से 731 का पूरक 269 लिखकर बाएँ 
के अंक 3 को । न्यून करके 269 के बाएँ लिख देंगे। अतः 3731 = 2269 
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शिरोरेखायुक्त संख्याओं के द्वारा योग--पूर्णाक 1325. 214, 381 तथा 
853 के योग को हम परंपरागत तथा शिरोरेखायुक्त संख्याओं के माध्यम से 


अलग-अलग हल करके देखते हैं-- x 
परंपरागत रीति द्वारा शिरोरेखायुक्त संख्या के द्वारा 


1325 1335 
+ 214 ह 2A 
+ 381 + 421 | 
+ 853 + 1133 
2773 2833 


अर्थात्‌ 2773 


शिरोरेखायुक्त संख्याओं के द्वारा व्यवकलन-- 3251 से 982 को 
परंपरागत तथा शिरोरेखायुक्त संख्याओं के माध्यम से अलग-अलग व्यवकलित 


करते $— 3 
परंपसगत रीति से शिरोरेखायुक्त संख्याओं द्वारा 
3251 3351 
- 982 - 1022 | 
2269 233] अर्थात्‌ 2269 


यहाँ इकाई से इकाई का अंक घटाएँगे। संख्या ऋणात्मक आने पर (-) 
fug उसके ऊपर लगाएँगे। इसी प्रकार दहाई से दहाई का अंक तथा सैकड़े 
से सैकड़े का अंक इत्यादि। इस प्रकार प्राप्त शिरोरेखायुक्त संख्या से मूल संख्या 
प्राप्त कर अभीष्ट उत्तर ज्ञात करते हैं। 
व्यवकलन क्रिया को योग रीति से भी संपन्न किया जा सकता है। जैसे- 
उपर्युक्त उदाहरण के प्रकरण में- 
3251-9४2 = 32514982 
= 3731 अर्थात्‌ 2269 
विकल्पतः 3251-982 = 3251+1018 (निखिलम्‌ सूत्र से) 
= 2269 


इस प्रकार से योग तथा व्यवकलन के मिश्रित प्रश्‍न योग के रूप में 
परिवर्तित कर हल किए जा सकते हैं। 


यथा-- 2392-1937-832+3182+1027 को सरल करो। 
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हल : 

2392 
18063 
1168 
3182 
1027 
3832 


+ + ++ 


v. योगफल की जाँच : 
(i) नवांक परीक्षण 
योगफल की जाँच के लिए जो विधि काम में आती है उसे नवांक परीक्षण 
कहते हैं । यह विधि प्राचीन है। नवांक से तात्पर्य संख्या में 9 से भाग देने पर 
प्राप्त शेषफल से है। इसको प्राप्त करने का आसान तरीका संख्या के अंकों 
का योग करके है। यदि योग 9 से अधिक आता है तो क्रिया तब तक दुहराई 
जाती है जब तक कि योग 9 से कम न प्राप्त हो जाए। 
नवांक शीघ्रता से प्राप्त करने के लिए प्रति दो संख्याओं के योग का नवांक 
साथ-ही-साथ ज्ञात करते चलते हैं और 9 के स्थान पर 0 ग्रहण करते हैं । 2773 
का नवांक ज्ञात करते समय-- 
2+7=9 नवांक 0 
0+7=7 नवांक 7 
743210 नवांक | 
अतः 2773 का नवांक | होगा। 
“योग की जानेवाली संख्याओं के नवांकों का नवांक योग योगफल के 
नवांक के समान होता है।' 
अन्यथा योगफल त्रुटिपूर्ण है। 
परीक्षण के लिए हम संख्याओं-1325, 214, 381 तथा 853 के योगफल 
2773 को लेते हैं। 


1325 का नवांक = 1 + 3+ 2+ 5 = || का नवांक = 2 
214 का नवांक = 2+ 1 + 4 =E 
381 का नवांक = 3+ 8 + 1 = 12 का नवांक = 3 
853 का नवांक = 8+ 5 + 3 16 का नवांक =7 
2773 19 


19 का नवांक = | 


2773 का नवांक = 2 474 743 
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अत: योग की जानेवाली संख्याओं के नवांकों का नवांक योग | है, जो 
संख्याओं के योगफल के नवांक । के समान है। अतः योगफल सही है। 
परीक्षण का प्रतिलोम हर स्थिति में सही नहीं हो सकता। जैसे 5 |+ 18 = 96, | 
नवांक परीक्षण से यह गलत सिद्ध नहीं होता । यहाँ पर योगफल के अंकों का 
क्रम बदला हुआ है। नवांक परीक्षण के दोष को दूर करने हेतु एकादशांक 
परीक्षण भी किया जाता है। वक्त | 
(ii) एकादशांक परीक्षण--एकादशांक का अर्थ हे संख्या को ग्यारह से. | 
भाग देने पर प्राप्त शेषफल। इसे प्राप्त करने m विधि इकाई का अंक ; दहाई 
का अंक + सैकडे का अंक - हजार का अंक + “””* अर्थात्‌ दाए से बाएं अको 
को क्रम से धन तथा ऋण चिह्न के साथ एकांतर क्रम में लेकर योग किया 
जाता $i जैसे 5632 का एकादशांक 2- 3+ 07 5 = 0 होगा। 
5] का एकादशांक | - 5 = -4 अर्थात्‌ 11 - 4 = 7 होगा। d 
'एकादशांक परीक्षण में योग को जानेवाली संख्याओं के एकादशांकों का 
एकादशांक योग योगफल के एकादशांक के समान होता है।' अन्यथा योग 
त्रुटिपूर्ण है। i 
उदाहरण के लिए, हम 51 तथा 18 के योगफल 96 का परीक्षण करते 
हैं। i 
51 का एकादशांक = । - 5 = 4 अर्थात्‌ 11 - 4 = 7 
18 का एकादशांक = 8 - 157 
संख्याओं के एकादशांकों का एकादशांक योग-- 
` -7+7 का एकादशांक 
= 14 का एकादशांक 
24-1 
=3 
96 का एकादशांक 


6-9 
-3 अर्थात्‌ 11 - 3 = 8 
328 
अतः योगफल त्रुटिपूर्ण है। 
वास्तव में 5| तथा 18 का योगफल 69 है। 
69 का एकादशांक 9-6 
= 3 
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१1. व्यवकलन फल का परीक्षण : 

यह देखने के लिए कि हमारे द्वारा की गई व्यवकलन क्रिया सही है, हम 
उपर्युक्त दोनों परीक्षण नवांक परीक्षण तथा एकदशांक परीक्षण करते हैं। 

6) नवांक परीक्षण : घटाई जानेवाली संख्या तथा व्यवकलन फल संख्या 
के नवांकों का नवांक योग प्रथम संख्या के नवांक के समान होता है। 

(४) एकादशांक परीक्षण : घटाई जानेवाली संख्या तथा व्यवकलन फल 

| संख्या के एकादशांकों का एकादशांक योग प्रथम संख्या के एकादशांक के 
समान होता है। यथा : 
839 - 122 = 717 


839 का नवांक 2 

122 का नवांक 5 

717 का नवांक 6 

122 तथा 717 के नवांकों का नवांक योग = 5+6- 11 का नवांक 
- 
- 839 का नवांक 


व्यवकलन फल सही है। 

839 का एकादशांक 3, 122 का एकादशांक |, 
तथा 717 का एकादशांक 2 

| + 2 = 3, अत: व्यवकलन फल सही है। 
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गुणन 


1. पूर्ण संख्याओं का गुणन : 

पूर्ण संख्याओं को गुणन संक्रिया (x) को परिभाषित करने से पूर्व हम 
प्राकृतिक संख्याओं की गुणन संक्रिया परिभाषित करेंगे। 

प्राकृतिक संख्याओं का गुणन m तथा n दी प्राकृतिक संख्याए 


तो 
॥ ४२७ ० IM! $ IM E IM क n बार 
इस प्रकार mxl=m 
तथा ॥ > (1 + 1) 5] »% ] + | 
पूर्ण संख्याओं के लिए गुणन की संक्रिया को इसी प्रकार परिभाषित. | 
कर सकते हैं: | 
पूर्ण संख्याओं x तथा y के लिए 
mS M mx 
तथा xx (५ + 1) 5 ४ & ५ + 5 l 
m तथा ॥ धन पूर्ण संख्याएँ तो | 
(-m)xnz-mxn 
m x (=n) = -m x n, 
तथा (m) x (n= mxn 
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1. पूर्ण संख्याओं की गुणन संक्रिया के नियम-- 

(i) परिवेष्टन नियम : दो पूर्ण संख्याओं का गुणनफल एक पूर्ण 
संख्या होती है। 

(i) क्रम विनिमेय नियम : दो पूर्ण संख्याओं के बीच गुणन संक्रिया 
करने पर उनके क्रम से फल पर अंतर 
नहीं पड़ता अर्थात्‌ पूर्ण संख्याओं m तथा 
n के लिए mxn=nxm 


(iii) साहचर्य नियम :oLom तथा n तीन पूर्ण संख्याएँ तो 
:[x(mxn)-z(ixm)xn 
(iv) वितरण नियम : पूर्ण संख्याओं के गुणन को योग पर 


वितरित किया जा सकता है, अर्थात्‌ पूर्ण 
संख्याओं [om तथा n के लिए 
Lx (m+n=!ixm+lxn 
(४) गुणन तत्समक : पूर्ण संख्या | गुणन तत्समक है, अर्थात्‌ 
1 का किसी भी पूर्ण संख्या में गुणा करने 
पर वही पूर्ण संख्या प्राप्त होती है। 
(vi) नरसन नियम : 1 तथा ॥ कोई दो पूर्ण संख्याएँ हैं 
तथा अशून्य पूर्ण संख्या है 
तथा । +n =m % 1 तो =m 


I. कुछ संपूर्ण संख्याओं के लिए गुणन सारणी : 
XxY 


coo A o 


t2 l2 l2 — — 
oo A O0 oO n0 


0 
] 
2 
3 
4 
5 
6 
7l 
8 
9 
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IV. एक से अधिक अंकों की संपूर्ण संख्याओं का गुणन : 

विश्व-भर में प्रचलित गुणा करने की रीति वैदिक है जिसे 'गौ मूत्रिका 
विधि' कहा गया है। संपूर्ण वैदिक गणित में और भी अनेक गुणा करने की 
विधियाँ हैं, जिनके द्वारा गुणन की क्रिया अत्यंत सरल, शीघ्र, रोचक तथा 
आसानी से समझ में आने वाली होती है। श्रीधर ने चार विधियों का वर्णन किया 
&—() कपाट संधि, (i) तस्थ, (ii) रूप विभाग तथा (iv) स्थान विभाग। 

ब्रह्मगुप्त ने गुणन को चार विधियों का वर्णन किया है। महावीर ने पाँच 
विधियाँ दी हैं; परंतु ये विधियाँ वैदिक विधियों से भिन्न हैं। गणेश ने अपनी 
लीलावती टीका में गुणन कीं एक विधि दी है, जो वैदिक सूत्र ' ऊर्ध्व 
तिर्यग्भ्याम्‌' पर आधारित है। वैदिक गणित में ' ऊर्ध्वतिर्यग्भ्याम्‌' विधि के 
अलावा एक अन्य विधि दी गई है, जिसे 'विचलन विधि' कहते हें । सर्वप्रथम 
हम विचलन विधि को लेते हैं; ऊर्ध्वतिर्यग्भ्याम्‌ विधि को उसके बाद लेंगे। 


(1) विचलन विधि-- 


इस विधि में गुणक तथा गुण्य में से एक के अधिक निकट आधार संख्या 
का चुनाव कर उससे विचलन ज्ञात करके गुणन क्रिया की जाती है। 

इस विधि के दो प्रकार हैं-- 

(क) जब दोनों आधार 10, 100, 1000 == Ñ से कोई संख्या है। 

(ख) जब दोनों आधार 10, 100, 1000 ““ में से किसी संख्या का कोई 
गुणज है। 

विचलन--दी हुई संख्या में से आधार के घटाने पर प्राप्त राशि आधार 
से विचलन कहलाती है। इस राशि के चिह्न के आधार पर विचलन के दो प्रकार 
हैं-() ऋणात्मक विचलन, (ii) धनात्मक विचलन। 

(क) गुणन की विचलन विधि जब आधार संख्या 10 का कोई घात 
रूप हे -- 

गुणक तथा गुण्य को ऊपर-नीचे लिखते हैं। इनके सम्मुख इनके आधार 
से विचलन fug सहित रखते हैं। विचलनों के गुणनफल में से आधार के शून्यों 
को संख्या के बराबर अंक दाहिनी ओर से गिनकर विचलन के नीचे रखते हैं। 
बचे अंकों को हासिल के रूप में ग्रहण करते हैं। यदि अंकों की संख्या कम 
हो तो बाई ओर आवश्यक शून्य बढ़ा देते हैं। बाएँ भाग को प्राप्त करने के 
लिए चार विधियों में से किसी एक का अनुसरण कर सकते हैं। 
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(i) गुण्य तथा गुणक के योग से आधार को घटाते हैं। 
(ii) आधार में विचलनों के योग को जोड़ देते हैं। 
(ii) गुण्य में गुणक के आधार से विचलन को जोड़ देते हैं। 
(1५) गुण्य के आधार से विचलन में गुणक को जोड़ देते हैं। 
बाएँ भाग में हासिल को जोड़कर द्विखंडीय गुणनफल प्राप्त हो जाता है। 
उदाहरण (1) : 9 » 8 का मान ज्ञात करो। 


हल : संख्या 10 से विचलन 
A यकी 
8 2 
9+ 8 - 10 ix? 
अथवा ७) 3 155 
अथवा 992 
अथवा 841 


अभीष्ट गुणनफल 7/2 अर्थात्‌ 72 

स्पष्टीकरण : यहाँ 9 में 8 का गुणा करना है। 9 के नीचे 8 लिखा। 9 
तथा 8 का 10 से विचलन 'निखिलम्‌' सूत्र से ज्ञात कर ऋणात्मक चिह्न ऊपर 
लगाकर क्रमश: गुण्य तथा गुणक के सम्मुख लिखे। 

विचलन 1 तथा 2 का गुणनफल 2 है। चूँकि आधार 10 है, जिसमें एक 
शून्य है। अतः! x 2 का गुणनफल एक अंकीय लिखा जाएगा, जो कि यहाँ 
पर 2 है। हासिल कुछ नहीं होगा। 

2 के बाई ओर 9 + 8 - 10 अथवा 10 1 +2 अथवा 9 + 2 अथवा 
8 +1 जो कि प्रत्येक स्थिति में 7 हे, लिखा जाएगा। इस प्रकार गुणनफल 72 
हुआ। 

उदाहरण (2) : 94 x 95 का मान ज्ञात करो। 

हल : संख्या 100 से विचलन 


26 न 6 
95 5 


AT 6x5 
या 100-645 
या 9445 
या 95-6 
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अर्थात्‌ 89/30 दो अंक 
अभीष्ट गुणनफल 8930 
स्पष्टीकरण : यहाँ 94 में 95 का गुणा करना है। 94 के नीचे 95 लिखा। 
94 तथा 95 के 100 से विचलन “निखिलम्‌” सूत्र से ज्ञात कर ऋणात्मक चिह्न 
ऊपर लगाकर क्रमशः गुण्य तथा गुणक के सम्मुख लिखे। 
विचलन 6 तथा 5 का गुणनफल 30 है। चूँकि आधार 100 है, जिसमें 
दो शून्य हैं, अतः 6 ५ 5 का गुणनफल 2 अंकोय लिखा जाएगा, जो कि 30 
है। हासिल कुछ नहीं है। 30 के बाई ओर 94 + 95 - 100 अथवा 100 + 
5+ 6 अथवा 94 + 5 या 95+6 में से कोई क्रिया कर फल 89 लिखा। अतः 
अभीष्ट गुणनफल 8930 है। 
उदाहरण (3) : 992 x 997 का मान ज्ञात करो। 
हल : संख्या 1000 से विचलन , 
992 INC 8 
997 3 
992 + 3 / 8x3 (तीन अंक) 
या 997 + 8 
अर्थात्‌ 989/024 (तीन अंक) 
अभीष्ट गुणनफल 989024 
स्पष्टीकरण : यहाँ 992 में 997 से गुणा करना है। 992 के नीचे 997 
लिखा। इन संख्याओं के सम्मुख इनके 1000 से विचलन “निखिलम्‌' सूत्र द्वारा 
ज्ञात कर ऋणात्मक fag के साथ लिखते हैं। विचलन 8 तथा 3 का गुणनफल 
24 होगा। चूँकि आधार 1000 में तीन शून्य हैं, अतः 8 x 3 का गुणनफल 
3 अंकीय लिखा जाएगा। इसके लिए 24 से पूर्व एक 0 लगाया जाएगा, अर्थात्‌ 
024 दाहिने भाग में लिखी जानेवाली संख्या होगी। इसके बाई ओर 992 + 
3 अथवा 997 + 8 किसी एक क्रिया द्वारा प्राप्त फल 989 लिखा जाएगा। 
अभीष्ट गुणनफल = 989024 


उदाहरण (4) : [9 x 13 का मान ज्ञात करो। 
हल : संख्या 10 से विचलन 
19 Eme यार 9 
13 3 


D+ y 1943. / 9x3 (एक अंक) 
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अर्थात्‌ 22/7 (एक अंक) 
अभीष्ट गुणनफल 247 


उदाहरण (5) : 113 x 104 का मान ज्ञात करो। 


हल : संख्या 100 से विचलन 
113 po = 13 
104 4 
113+4 yí 13 4 (दो अंक) 
अथवा 104 + 13 
अर्थात्‌ 117/52 (दो अंक) 
अभीष्ट गुणनफल 11752 
उदाहरण (6) : 91 % 109 का मान ज्ञात करो। 
हल : संख्या 100 से विचलन 


21 oe 
109 9) 


| 
l 
र xa SS | 
91 + 9 p 9x9 (दो अंक) 
अथवा 109 + 9 

अर्थात्‌ 100/81 (दो अंक) | 
अर्थात्‌ 9919 (निखिलम्‌ सूत्र के प्रयोग से) | 


अभीष्ट गुणनफल 9919 


उदाहरण (7): 85 x 108 का मान ज्ञात करो। 
हल : संख्या 100 से विचलन 


35 बा 
108 8 


85 + 8 n ov 


अथवा 108 + 15 
| अर्थात्‌ 93/20 (दो अंक) 
अर्थात्‌ 9220 
अर्थात्‌ 9180 द 


अभीष्ट गुणनफल 9180 
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(ख) गुणन की विचलन विधि जब आधार 10, 100, 1000777 आदि के 
गुणज के रूप में हो -- T 

जब गुण्य और गुणक दोनों ही दस को घातवाले किसी भी आधार संख्या 
के पास नहीं हैं, हम किसी भी उपयुक्त आधार संख्या के किसी गुणज को 
क्रियात्मक आधार बना सकते हैं और सारी प्रक्रिया के बाद परिणामी वामपक्ष 
को उसी अनुपात से गुणा या भाग कर सकते हैं, जो अनुपात मूल आधार 
कामचलाऊ आधार से रखता है। यह विधि ' आनुरूप्येण' सूत्र पर आधारित है, 
जिसका अर्थ है ' आनुपातिक' । i 

सिद्धांत : आनुरूप्येण प्रक्रिया में दाहिने हिस्से के फल अछूते रहने के 
पीछे सिद्धांत निहित है। जब भाजक एक विशिष्ट अनुपात में बढ़ता है और 
भजनफल उसी अनुपात में कम होता है तब शेष नहीं बदलता। अतः इसे शेष 
कहते हैं (शिष्यते शेष संज्ञः)। 

65 1. (की l E l RU 

2^?g m 00-06 616 

यहाँ भाजक के आनुपातिक रूप में बढ़ जाने तथा भजनफ के उसी अनुपात 
में घटने के बाद शेष । ही है। 


65 | 


उदाहरण : 41 » 42 को सरल करो। 


हल : संख्या उपाधार 50 से विचलन 
(आधार 10) 
41 = 9 उपाधार : आधार 
42 8 3 


5 > (41 + 8) / 9 ५ 8 एक अंक 
अर्थात्‌ 165/72 
अर्थात्‌ 1722 
अभीष्ट गुणनफल 1722 


(ग) दो से अधिक संख्याओं के गुणन के लिए विचलन विधि का 
व्यापीकरण : 

गुणन की विचलन विधि आधार x के लिए 

बीजगणितीय सूत्र (७ + ०) (ह + 8) 5 | (5५ +७+89)+ ० 


अर्थात (X«om(X«-8)2 (३५०५४) #/ ७ 8 
पर आधारित है। हम इस बीजगणितीय सूत्र के व्यापक रूप 
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(X + 04) (X + ००) (X  03)........... (X +O) 
= X'/X"' TOK”? To Oof......I(O Oo ळ..... ०) 
का प्रयोग कर सकते हैं। 
आधार 10 के लिए 
(10 + ७) (IO + œ) (IO + ळ)....... (10 + œ) 
= 10" /10" Zo I0 S00 ०८/........ /(०॥०८ 0t5.......01,) 
आधार 100 के लिए 
(100 + œ) (100 + œ) (100 + ७)......... (100 + o) 
= 100/100" ' Zo/100" परळ ०७/......../ (० ०७ 05.......04) | 
स्पष्टीकरण : 


(i) प्रथम खंड में | 

(11) द्वितीय खंड में विचलनों का umi 

Gii) तृतीय खंड में दो-दो विचलनों के गुणनफलों का योग। 

(1५) चतुर्थ खंड में तीन-तीन विचलनों के गुणनफलों का योग। 
इसी प्रकार आगे बढ़ते हुए अंतिम खंड में सभी विचलनों का गुणनफल। 


उदाहरण (1) : 989 x 993 x 997 x 1002 को सरल करो। 
हल : संख्या आधार से विचलन (आधार 1000) 
989 -11 
993 -7 
997 -3 
1002 2 


1/-019/-6 + 21 + 77 - 22 - 14 + 33/-231 + 154 + 66 + 42/- 462 
(प्रत्येक खंड में तीन अंक) 
अर्थात्‌ 1/:981/ 089/031/ 1538 
अर्थात्‌ 981 089 030 538 


उदाहरण (2) : 41 x 43 x 39 x 38 को सरल करो। 
हल : संख्या उपाधार 40 से विचलन 

41 ] 

43 3 

39 -1 

38 -2 


RR 2. हैं 2 TS MUN UR MR 
4'4* (-1)/ 4° C24 3-34 2574 C3 -6 +2 € 6 6 
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अर्थात्‌ 256/4/0 / 4 / 6 
अर्थात्‌ 250 404 6 
अर्थात्‌ 2495966 

अभीष्ट गुणनफल 2495966 


(2) ऊर्ध्वतिर्यग्भ्याम्‌ विधि-- i 

यह विधि सूत्र ' ऊर्ध्वतिर्यग्भ्याम्‌' पर आधारित है। ऊर्ध्व का अर्थ खड़ा तथा 
तिर्यक का अर्थ है तिरछा। इस विधि में गुणनफल की संख्या के अंकों को 
प्राप्त करने के लिए गुण्य और गुणक के अंकों को खड़ा और तिरछा गुणा 
करते हैं। | 

गुणनफल की संख्या में अंकों की अधिकतम संख्या गुण्य एवं गुणक 
संख्याओं में अंकों की संख्याओं के योग के समान होती है। सर्वप्रथम गुणक 
को गुण्य के नीचे इस प्रकार रखते हैं कि संगत अंक ऊपर-नीचे रहें। 

इकाई का अंक प्राप्त करने हेतु गुण्य और गुणक के इकाई के अंकों को 
खड़ा गुणा करके इकाई का अंक इन अंकों के नीचे रखते हैं तथा बची हुई 
बाई ओर की संख्या को हांसिल के रूप में लेते हैं। 

अब दहाई का अंक प्राप्त करने हेतु गुण्य तथा गुणक के इकाई तथा दहाई 
के अंकों का तिरछा गुणा करके योग करते हैं तथा उसमें हासिल जोडते हैं। 
प्राप्त संख्या का इकाई का अंक गुण्य तथा गुणक के दहाई के अंकों के नीचे 
रखते हैं तथा बची हुई बाई ओर की संख्या को हासिल के रूप में लेते हैं। 

अब सैकड़े का अंक प्राप्त करने हेतु गुण्य तथा गुणक के इकाई के अंकों 
को एक-दूसरे के सैकड़े के अंकों से तिरछा गुणा करते हैं, दहाई को दहाई 
के अंक से खड़ा गुणा करके सबको जोड़ते हैं तथा उसमें हासिल को और 
जोड़ देते हैं। प्राप्त संख्या के इकाई के अंक को सैकड़े के अंकों के नीचे रखते 
हैं, बाकी बाई ओर की संख्या को हासिल के रूप में लेते हैं। 

अब हजार का अंक प्राप्त करने हेतु गुण्य तथा गुणक के इकाई के अंकों 
को एक-दूसरे के हजार के अंकों से तिरछा गुणा, दहाई के अंकों को एक- 
दूसरे के सैकड़े के अंकों का तिरछा गुणा करते हैं। प्राप्त संख्याओ के योग 
में हासिल जोड़ते हैं तथा प्राप्त संख्या के इकाई के अंक को हजार के अंक 
XS 5g हैं तथा शेष बची हुई बाई ओर की संख्या को हासिल के रूप 

| 


यह क्रम तब तक जारी रहता है जब तक कि सभी अंकों की संख्या पूर्ण 
नहीं हो जाती। 
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उदाहरण (1) : 5 ५ 9 को सरल करो। 


हल : 5 
9 


उदाहरण (2) : 15 x9 को सरल करो। 
हल : 15 


(i) इकाई के अंक के लिए m x 9 = 45 का इकाई का अंक 5 


Mel 


तथा हासिल 4 होगा। 


eG 
(i) दहाई के अंक के लिए 2. = 0-6 »« (f) G). 
0 9 
9 में हासिल 4 जोड़ने पर 13, अत: दहाई का अंक 3 तथा हासिल 
1 होगा। 
o. n1 5 
(ii) सैकड़े के अंक के लिए. dr EAE. cis 
0 0 0 9 


0 में हासिल 1 जोड़ने पर सैकड़े का अंक 1 मिला। 
अतः अभीष्ट गुणनफल 135 प्राप्त हुआ। 


उदाहरण (3): 534 x 132 को सरल करो। 
हल : 534 
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इकाई का अंक 8 तथा हासिल कुछ नहीं होगा। 
3 4 

दहाई के अंक के लिए = 3 ५2+ 4%3= 18, 
Ma 


अत: दहाई का अंक 8 तथा हासिल 1 होगा। 
SEO 4 

सैकड़े के अंक के लिए De VI ल त 
a. 


23 में हासिल 1 जोड़ने पर 24, अतः सैकड़े का अंक 4 तथा हासिल 
2 होगा। 
हजार के अंक के लिए 


SRS 0 के AA 
या D HOE NSN 18 
ING A 39 
18 में हासिल 2 जोड़ने पर 20, अत: हजार का अंक 0 तथा हासिल 2 
होगा। 
दस हजार के अंक के लिए 
5 0 G9 5 9 
I 0-0 493 372 


5 में हासिल 2 जोड़ने पर 7, अतः दस हजार का अंक 7 होगा। 
अभीष्ट गुणनफल 70488 हुआ। 


(3) गुणन की कुछ विशिष्ट fafirat— 


(i) केवल 9 अंक से बनी संख्याओं का गुणन--इस गुणन पद्धति में 
E आवश्यक है कि गुणक अर्थात्‌ गुणा करनेवाली संख्या में केवल 9 के अंक 
| 
इस प्रकार के प्रश्नों को हम ' एकन्यूनेन पूर्वेण' सूत्र लगाकर आसानी से 
हल कर सकते हैं। विधि इस प्रकार होगी-- 
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'गुण्य को एकन्यून कर उसके सम्मुख गुणक लिखकर फिर उससे न्यूनीकृत 
गुण्य घटा देंगे।' 


यथा : 372 x 9999 = 371/9999 
| - 371 
| - 371 9628 
तथा 127 x 99 = 12699 
- 126 
- 12573 


यह विधि वास्तव में ' निखिलम्‌ नवत:' सूत्र का ही एक अनुप्रयोग है। 
प्रथम उदाहरण के लिए-- 


INS 


संख्या आधार 10000 से विचलन 
372 - 9628 
9999 ऱ्या 
371 / 9628 


बाएँ भाग में हमने एकन्यून किया था। कारण स्पष्ट है कि दूसरी संख्या 
9999 आधार 10000 से एकन्यून है। इसी प्रकार दाहिने भाग में हमने प्रथम | 
भाग को 9999 में से घटा दिया था। यहाँ स्पष्ट हे कि दाहिना भाग -(10000 | 
- 372) (-1) = 10000 - 372 अर्थात्‌ 9999 - 371 ही $1 

(४) दो ऐसी संख्याओं का गुणन जिनके इकाई के अंकों का योग 10 
तथा शेष अंक समान हों--इस विधि में दाएँ भाग के लिए इकाई के अंकों 
का आपस में गुणा करते हैं तथा बाएँ भाग के लिए ' एकाधिकेन पूर्वेण' सूत्र 
से काम लिया जाता है, अर्थात्‌ इकाई अंक के बाई ओर की संख्या को एकाधिक 
करके आपस में गुणा करते हैं। 

उदाहरण के लिए, 102 x 108 के गुणनफल पर विचार करें- 

दायाँ भाग 2x8 - 16 

बायाँ भाग 10 x 11 = 110 

अतः 102 x 108 = 110/16 

यहाँ लगनेवाला उपसूत्र 'अन्त्ययोर्दशकेऽपि' है । वास्तव में यह विधि भी 
“निखिलम्‌” सूत्र का अनुप्रयोग ही है तथा सूत्र 'एकाधिकेन पूर्वेण" का उपसूत्र। 

हो सकता है कि ये विशिष्ट विधियाँ कुछ विशेष प्रश्नों में उपयोगी हों; 
परंतु जब हमारा "निखिलम्‌, सूत्र के अनुप्रयोग से उसी गुणवत्ता के साथ काम 
चल रहा है तो हम इन विशिष्ट विधियों के चक्कर में क्यों पड़ें ? कुछ लेखकों 
ने इन विशिष्ट विधियों के क्षेत्र का विस्तार करने का प्रयास किया है; परंतु 
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इसकी कोई विशेष उपयोगिता नहीं। बहुत सारी विशिष्ट विधियों का स्मरण 
रखना सरल नहीं है। 

गुणन की सभी विधियों में ऊर्ध्वतिर्यग्भ्याम्‌ विधि सर्वोत्तम है। वास्तव में 
ऊर्ध्वगुणन संपाती तिर्यकगुणन स्थिति ही है, अतः तिर्यकगुणन विधि या ws 
गुणन विधि कहना ही पर्याप्त है। गुणन प्रक्रिया का चिह्न (x) वास्तव में इसी 
सत्य को इंगित करता है। 

५. गुणन संक्रिया की जाँच-- 

(i) नवांक विधि : दो संख्याओं का गुणनफल सही है या नहीं, यह जाँच 
करने के लिए जो विधि काम में आती है उसे 'गुणितसमुच्चय: समुच्चयगुणित: ' 
उपसूत्र का प्रयोग करके करते हैं। 

इसके लिए सबसे पहले » का प्रयोग किया जाता है तथा जाँच के अंकों 
को क्रम से ही चिह के अंतर्गत क्रमांक दिया जाता है। क्रमांक 1 में पहली 
संख्या (गुण्य) का नवांक, क्रमांक 3 में दूसरी संख्या (गुणक) का नवांक, 
क्रमांक 2 में पहले और तीसरे क्रमांक के अंकों के गुणनफल को संख्या काँ 
नवांक लिखा जाता है। क्रमांक 4 में गुणनफल को संख्या का नवांक लिखा 
जाता है। अब यदि दूसरे और चौथे क्रमांक के अंक समान हैं तो गुणनफल 
प्रक्रिया सही है, क्योंकि 

"UU तथा गुणक के नवांकों के गुणनफल का नवांक, संख्याओं के 
गुणनफल के नवांक के समान होता है।' 


गुण्य का नवांक 


X Qr 1 
; pO © अ 
गुणक का नवांक 


उदाहरण--534 x 132-— 70488 की जाँच करो। 


परीक्षण--* के क्रमांक | खंड में गुण्य 534 का नवांक 3 अंकित 
करते हैं। 


क्रमांक 3 खंड में गुणक 132 का नवांक 6 अंकित करते हैं। 
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क्रमांक 2 खंड में, क्रमांक 1 तथा 3 खंडों के अंकों के गुणनफल 18 
का नवांक 0 अंकित muli 
| क्रमांक 4 खंड में गुणनफल 70488 का नवांक 0 अंकित करेंगे। 
| चूँकि खंड क्रमांक 2 तथा 4 में लिखी संख्याएँ समान हैं, अतः गुणन 
प्रक्रिया सही है। 


(i) एकादशांक परीक्षण--इसी प्रकार एकादशांक परीक्षण करेंगे, जो 
इस प्रकार है-- 

“गुण्य तथा गुणक के एकादशांकों के गुणनफल का एकादशांक संख्याओं 
के गुणनफल के एकादशांक के समान होता है।' यहाँ ' गुणितसमुच्चय: 


———— 


समुच्चयगुणित: ' उपसूत्र का प्रयोग होगा। | 
उपर्युक्त प्रकरण में-- 
गुण्य 534 का एकादशांक 4-345226 
गुणक 132 का एकादशांक 2-3410 
एकादशांकों का गुणनफल 6x0=0 
गुणनफल 70488 का एकादशांक 8- 8+ 4- 0+7 = 11 का एकादशाक 
= (0 
अतः गुणनफल सही है। ह 
| 
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अध्याय 6 
वर्गफल 


किसी संख्या को स्वयं से गुणा करने पर उस संख्या का वर्गफल प्राप्त होता 


है। axaca. 


1. ato विधियाँ 

यद्यपि किसी संख्या का वर्गण एक गुणन क्रिया है, फिर भी वर्गफल ज्ञात 
करने की कुछ विशिष्ट विधियाँ हैं। इनमें से कुछ विधियाँ निम्नवत्‌ हैं-- 

(0) यावदूनम्‌ विधि 

(i) geam विधि 

(1) आनुरूप्येण विधि 

(i) maq विधि--यह 'निखिलम्‌' सूत्र से स्वाभाविक रूप से 
निकलनेवाला सहज परिणाम है। यह उपसूत्र “यावदूनं तावदूनीकृत्य वर्ग च 
योजयेत्‌' पर आधारित है। इसका अर्थ है यावत्‌ ऊनं (जितना कमी) तावत्‌ ऊनी 
(उतनी कमी) कृत्य (किए गए के साथ) वर्ग च योजयेत्‌ (वर्ग और प्रयोग 
करें) । इसका भावार्थ है कि संख्या में जितनी भी आधार से न्यूनता है, उसमें 
न्यूनता और करें और उसी न्यूनता का वर्ग और प्रयोग करें । दाहिने पक्ष में आधार 
के अंकों से एक कम अंक रखेंगे । 

यथा : 9 = (9 - 1)/1? 

= 8/1 

यहाँ 9 का वर्ग किया गया है। 9 का अगला आधार 10 होगा। अतः 
“निखिलम्‌' सूत्र से पूरक संख्या 1 प्राप्त की। संख्या 9 से । और wen? तथा 
उसके सम्मुख 1? लिखेंगे। इस प्रकार 9२ = 81 प्राप्त हुआ। 
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इसी प्रकार 9993? = (9993 - 7yT चार अंक 
= 9986 / 0049 = 99860049 
| यहाँ 9993 का वर्ग किया गया है। 9993 की अगली आधार संख्या 10000 
i है, अतः पूरक संख्या ' निखिलम्‌' सूत्र से 0007 $1 संख्या 9993 से 7 और 
घटाएँगे तथा उसके सम्मुख 7? लिखेंगे। दाहिने पक्ष में संख्या से पहले आवश्यक 
शून्य लगाकर अंकों को संख्या आधार के शून्यों के समान बना लेंगे। यह विधि 
वहीं उपयोगी है, जहाँ संख्या आधार से थोड़ा कम $i 
यदि संख्या आधार से थोड़ा अधिक है, यह विधि थोड़े परिवर्तन के साथ 
उपयोग में लाई जाती है। यहाँ न्यूनता के बराबर और कम करने के स्थान पर 
संख्या को अधिकता के बराबर और बढ़ा देंगे तथा उसके सम्मुख अधिकता 
का वर्ग रखेंगे । दाहिने पक्ष में अंकों की संख्या आधार के शून्यों के समान रखेंगे, 
बाकी हासिल के रूप में बाएँ पक्ष में जुड़ेंगे। दाहिने पक्ष में अंकों की संख्या 
आधार के शून्यो के समान करने के लिए बाई ओर आवश्यक संख्या में शून्य 
बढ़ाए भी जा सकते हैं। यथा-- 
14? = (14 + 4/4 एक अंक 
अर्थात्‌ 18 / ॥6 
अर्थात्‌ 196 
103° 


— AAA Rm 


gor peer oot 


(103 + 3), 3? दो अंक 
106 / 09 
अभीष्ट वर्गफल 10609 


इस विधि की E व्याख्या इस प्रकार है-- 
(प + फ)? = पः=2प फ + फः 
यहाँ प = 10, 100, 1000 इत्यादि होगा। 
92? = (100 - 8) 
10000 - 2 x 100 x 8 + 8 
10000 - 1600 + 64 
= (100 - 16)/64 
= 84 64 
(100 + 2) ; 
10000 + 2x 100 x 2 + 2 
10000 + 400 + 4 _ 
(100 + 4)/ 04 
= 10404 


102? 
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उपर्युक्त विधि की व्याख्या इस प्रकार भी हो सकती है-- 
पः = (प + फ) (प-फ)5फ 
२ 102? = (102 +2) (102 - 2) + 96 | 


Il 


= 104/04 


उन संख्याओं का वर्ग, जिनका आधार 10, 100, 1000 = आदि कौ | 
कोई गुणज संख्या है--यहाँ ' आनुरूप्येण ' उपसूत्र की सहायता ली जाती 


। 

: 51? = 5 (51 + 1)1! यहाँ आधार 10 
= 260/1 उपाधार 50 
= 2601 उपाधार : आधार : : 5 : 1 

42 = 4(42 + 2)/2? यहाँ आधार 10 
= 176/4 उपाधार 40 
= 1764 उपाधार : आधार : : 4 : 1 
201? = 2(201 + 1/2 यहाँ आधार 100 

= 404/01 उपाधार 200 
= 40401 उपाधार : आधार : : 2 : 1 


61) द्वंदययोग विधि--किसी भी संख्या का वर्ग निकालते समय 'द्ंद्रयोग' 
उपसूत्र का प्रयोग सरलता से किया जाता है। यह उपसूत्र, ' ऊर्ध्वतिर्यगभ्याम्‌' 
सूत्र का उपप्रमेय है। क्रिया करते समय ऊर्ध्वतिर्यक्‌ विधि का प्रयोग किया जाता 
है। 

किसी संख्या के अंकों के द्वंद्ययोग से आशय केंद्र से समान दूरी पर स्थिर 
अंकों के गुणनफलों के दुगुने तथा मध्यवाले के वर्ग के योग से होता है। 

यहाँ कुछ संख्याओं के द्रंद्रयोग निकालने के बारे में बता रहे हैं। 


॥ 
oo co 
c 
॥ 
oo 
N 
I 
on 
rS 


8 का gg 
E. i13 
13 का = P4 -2x3)26 | 
| 3 | 
25 का dg = < -20x52-20 | 
X g | 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar À | 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


वैदिक अंकगणित 67 
| aM 
137 का im = ES S20x7-929 
[uS “द 


वर्ग की क्रिया बाएँ से दाएँ या दाएँ से बाएँ किसी भी प्रकार की जा सकती 
है। ऊर्ध्वतिर्यग्भ्याम्‌ विधि की भाँति एक, दो, तीन अंकों को क्रम से लेकर 
gAn से सरलीकृत करते जाते हैं, बाद में एक-एक छोड़ते जाते हैं। 
यथा : 8 5 64 
13? = | का ggi / 13 का द्वंद््योग / 3 का द्वंद्रयोग 
= 1/6/9 ब 
= 169 
129? = | का द्वंद्रयोग / 12 का द्वंद्रयोग / 129 का दूंद्रयोग/ 
29 का gA / 9 का द्वंद्रयोग 
1/4/,2/6/,1 
16641 


(iii) आनुरूप्येण विधि-यह विधि F अंकों से बनी संख्या के लिए 
बहुत उपयुक्त है। इकाई के स्थान पर इकाई के अंक का वर्ग, दहाई के स्थान 
पर मूल संख्या में स्थित अंकों की अनुरूपता (अनुपात) को ध्यान में रखते 
हुए वर्ग के अनुरूप संख्या का दुगुना, सैकड़े के स्थान पर पुनः अनुरूप सख्या 
के अनुरूप नई संख्या लिखते हैं, जो कि मूल संख्या के दहाई के अंक का 
वर्ग होती है। 

: : 3/9 
यथा gr zn |; / 
169 


10000 MEI C BUDE 
8 


42? 


1764 
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32 29 / 6 / 4 
6 
= 1024 


दो से अधिक अंकों की संख्या का वर्ग संख्या के अंकों को दो भागों में 
विभक्त कर इसी प्रकार ज्ञात कर सकते हैं, विशेष बात यह होगी कि पटल 
के प्रत्येक खण्ड में दी हुई संख्या के दाहिने खण्ड के अंकों की संख्या के 
समान संख्या में अंक होंगे। यथा-- 
124 - 12/4 का वर्ग 


- T 
48 (यहाँ 12:4:3:1) 


= 153/7/6 
= 153 7 6 


412 = 4/12 का वर्ग 


= ए cds 
48 (यहाँ 4:12::1:3) 


- 16/97/44 
- 16 97 44 


IL पंचांतक संख्याओं के वर्ग के लिए एकाधिक विधि : 

वर्ग करने को सामान्य विधियों के साथ-साथ कुछ विशिष्ट स्थितियों में 
संख्याओं के वर्ग करने की कुछ अन्य विधियाँ भी हैं, जिनमें पंचांतक संख्याओं 
के वर्ग को एकाधिक विधि उल्लेखनीय है, जो सूत्र 'एकाधिकेन पूर्वेण' पर 
आधारित है। इस विधि में 5 को छोड़कर संख्या के बचे हुए भाग को उसके 
एकाधिक से गुणा करके उसके सम्मुख 25 लिखने पर अभीष्ट वर्ग प्राप्त होगा। 

65! = 6. (6 + 1) / 25 

4225 


12.(12 + 1) / 25 
156 25 


125? 


II. वर्गफल की जाँच : 

वर्गफल को जाँच की दो विधियाँ हैं : 6) नवांक विधि तथा . 
(1) एकादशांक विधि। दोनों विधियों का आधार उपसूत्र 'गुणित समुच्चयः 
समुच्चय गुणितः? है। 
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6) नवांक विधि--'संख्या के नवांक के वर्ग का नवांक वर्गफल के 
नवांक के समान होता है।' 
यथा : 125 का नवांक = 8 
125 के नवांक का वर्ग = 64 
125 के नवांक के वर्ग का नवांक = | 
125 के वर्गफल 15625 का नवांक = | 
अतः वर्गफल सही है। 
(ii) एकादशांक विधि--' संख्या के एकादशांक के वर्ग का एकादशांक 
वर्गफल के एकादशांक के समान होता Er 
यथा : 125 का एकादशांक = 4 
125 के एकादशांक का वर्ग = 16 
125 के एकादशांक के वर्ग का एकादशांक = 5 
125 के वर्गफल 15625 का एकादशांक = 5 
अतः वर्गफल सही है। 
m) 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


अध्याय 7 


घनफलादि 


1. घनफल : 

संख्याओं के घन निकालने की वैदिक विधियों में निम्नलिखित विधियाँ 
उल्लेखनीय हैं-- 

(क) आनुरूप्य विधि, (ख) यावदूनम्‌ विधि। 

(क) आनुरूप्य विधि--यह विधि ' आनुरूप्येण' सूत्र पर आधारित e | 
इस विधि में दी हुई संख्या को दो सुगम खंडों को संख्या में विभाजित कर 
लिया जाता है। इस क्रिया के पटल के चार खंड होते हें । 


(1) 


(ii) 


(iii) 


(iv) 


(v) 


(vi) 


पहले खंड में संख्या के प्रथम बाएँ खंड का घन करके रखते हैं । 
अब पहले तथा दूसरे खंड का अनुपात ज्ञात कर लिया जाता है 
तथा घन के प्रथम बाएँ खंड के साथ यही अनुपात रखते हुए बाएँ 
से दूसरा खंड लिखा जाता है। 

अब घन के द्वितीय बाएँ खंड के साथ यही अनुपात रखते हुए 
तृतीय खंड लिखा जाता है। 

अब उसी प्रकार तृतीय खंड के साथ यही अनुपात रखते हुए चतुर्थ C 
खंड लिखा जाता है। 

अब दूसरे और तीसरे खंडों को दुगुना करके उनके नीचे लिखा 
जाता है। 

अंत में सभी खंडों को आवश्यकतानुसार ' शुद्ध: ' उपसूत्र का प्रयोग 
करते हुए जोड़ लिया जाता है। यह क्रिया बाएँ से दाएँ या दाएँ 
से बाएं दोनों ओर से समान रूप से की जा सकती है। 
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उदाहरण (1) : 17° ज्ञात करो। 
हल : i 
4/ ५8 
- द छी i 3 


उदाहरण (2) : 28? ज्ञात करो। 


f 3 
हल : 28 J A 
64 250 


EDO 5७ 2 
उदाहरण (3) : 124? ज्ञात करो। 
हल : 124° = 12/4 का घन 


E ह ढी 
152 डी 


यहाँ 12:4::3:1 
= 1906/6/2/4 
= 1906624 


| 


उदाहरण (4) : 312? ज्ञात करो। 
हल : 3127 = 3/12 का घन 


27 /8 e fr 
,16/ ,64 
यहाँ 3:12::1:4 


30/37/13/28 
= 30371328 


(ख) यावदूनम्‌ विधि-यावदूनम्‌ सूत्र का " -संख्याओं का घन 
निकालने के लिए भी किया जा सकता है। प्रथम भाग के लिए यहाँ पर जो 
कमी या अधिकता है, उसे उतना ही न लेकर उसका दुगुना कर लेते हैं तथा 

| मध्य भाग के लिए इस अधिकता या कमी का आधिक्य या कमी के तिगुने 
| में गुणा करते हैं। 

अंतिम भाग के लिए आधिक्य या कमी का घनफल रख देते हैं। यही 
हमारा अभीष्ट घनफल है। 
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उदाहरण : 103) को सरल करो। 


वेदिक अंकगणित 


हल : 103 = (103 + 2 x 3) / (3 > 3) x 3 / 3 आधार 100 


2:01009/22/7:1127]. 
अभीष्ट घनफल 1092727 


10057 
1015 / 075 / 125 
अभीष्ट घनफल 1015075125 


82 /,08 /584 
- 83 05 84 


अभीष्ट घनफल 830584 


IL चतुर्थ घात : 


(1005 + 2x 5)/(3 > 5)%5 / 5? आधार 1000 


943 = (94 + 2x 6) / (3 x 6) x 6 / (6) आधार 100 


|, 2216 — 384 


हमें मालूम है कि (च + छ)* = च' + 4चछ + 6चःछः + 4च छः + छा 
इस बीज गणितीय तथ्य को ध्यान में रखते हुए उपसूत्र ' आनुरूपेण' को 
सहायता लेकर हम संख्याओं की चतुर्थ घात सरलता से ज्ञात कर सकते हैं । 


यथा-- 
v ac | b 9 
LED 
3400935 5, 2: ] 
27 >. (33) 
6 
3 a? 3 
s SS qc NN 
i Ee n 
9॥ Si i 
c 2 Ww SG! 
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123' = 12/3 को चतुर्थ घात 


= 2 Me 
i552] 6380] 972 यहा 12:3::4:1 


= 22888/ 6 /6 /4/1 
= 228886641 


107 = 1/07 की चतुर्थ घात 
= BL न 
21/ ,45/ 29 


= 1/31/07/96/01 
= 131079601 
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भाग संक्रिया तथा परिमेय संख्याएँ 


m तथा 7 पूर्ण संख्याएँ हैं तथा ० #0 dmn अर्थात्‌ -- से अभिप्राय 


उस संख्या से है, जिसे n से गुणा करने पर पूर्ण संख्या m प्राप्त होती है। 
इस प्रकार की सभी संख्याओं को परिमेय संख्या कहते हैं। 


माना —r $8 
m 
m 
परतु xm-m 
m 
अत: Xxm-m 
अर्थात्‌ x21 
3 m 
अथातू xs m] 


1. परिमेय संख्याओं का योग-- 


a c 
परिमेय संख्या pum का योग (+) इस प्रकार परिभाषित है-- 


EN c a.d b.c a.d + b.c 
Im f mac 
b d b.d b.d b.d 
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1. परिमेय संख्याओं का गुणन-- 


8 c 


Ws PEE E, m reor 1 

ES | 

| परिभाषित है— | 
a c a.c j 

— ३४९८ dt » i 

| b d b.d | 
m. परिमेय संख्याओं के गुण-- ! 

6) परिमेय संख्याएँ योग तथा गुणन संक्रियाओं के लिए परिवेष्टन, i 


CR 


साहचर्य, क्रम विनिमेय, निरसन नियमों का पालन करती हैं। 

(1) परिमेय संख्याएँ गुणन के लिए योग या व्यवकलन पर वितरित की 
जा सकती हैं। 

Gi) परिमेय संख्याएँ भाग क्रिया के लिए योग या व्यवकलन पर 
वितरित की जा सकती il 

(iv) 0 योग की तत्समिका तथा 1 गुणन की तत्समिका होती है। 


m लिली n है 
(v) ¬ का गुणन प्रतिलोम — होता है, जबकि m 1 # 0 

n m 

m m ~ P 
(vi) ~ का योज्य प्रतिलोम - — होता है, जबकि 1# 0 

n n 

; m -— 2m 3m 4m 

(vii). परिमेय संख्या — अनेक रूपो ७ । ७“ 


n 2n 3n 4n 
में लिखी जा सकती है। 
(vii) परिमेय संख्याओं का दशमलव अंकों में पूरा-पूरा मान लिखा जा 
सकता है, या दशमलव के कुछ अंकों के बाद अंकों की आवृत्ति 
प्रारंभ हो जाती है। 


? 3 I 
यथा : 


4 
1 
3 
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जब परिमेय संख्याओं का दशमलव में पूरा-पूरा मान नहीं निकलता 
तो आवृत्तिवाले दशमलव अंकों में से प्रथम और अंतिम के ऊपर 
आवर्त दशमलव चिह्न लगाकर आवृत्तिवाले दशमलव अंकों को 
एक बार लिखकर इतिश्री कर दी जाती है। 

] 


यथा : — - 0.142857 
7 


— = 0.3 

3 
उचित भिन्न--किसी भी पूर्ण संख्या में दूसरी पूर्ण संख्या का 
भाग दिया जाए तो आवश्यक नहीं कि वह पूर्णाक संख्या आए। 
अतः परिमेय संख्या को एक पूर्ण संख्या तथा एक ऐसी भिन्न के 
योग के रूप में लिखा जा सकता है, जिसका अंश हर से छोटा 
होता है। ये भिन्न उचित भिन्न कहलाती हैं। 


15 ] 
अनुचित भिन्न i उचित भिन्न 2 "au! 


21 ] 
अनुचित भिन्न E उचित भिन्न 4 EE 


परिमेय संख्याओं को उचित भिन्न के रूप में बदलने को विभाजन 


की क्रिया कहते हैं। 


यहाँ पर अनुचित भिन्न के अंश को भाज्य, हर को भाजक, उचित 


भिन्न को पूर्ण संख्या को भजनफल तथा अंश को शेष कहते Pg 


Q 
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अध्याय 9 


भाग 


NY II E ctm: 


वैदिक गणित में भाग को क्रिया संपन्न करने हेतु जो विधियाँ दी गई हैं 
उनमें दो प्रमुख हैं--1. विचलन विधि, 2. ऊर्ध्व एवं ध्वजांक विधि। 


1. विचलन विधि : 


इस विधि में भाजक का आधार (जो कि 10 के किसी घात के रूप में i 
है) से विचलन निकालकर उसका चिह्न बदलकर शोधित भाजक के रूप में ; 
प्रयोग करते हैं। इस विधि के दो wen $— 

(क) निखिलम्‌ विधि--यह विधि 'निखिल्‌ं नवतश्चरमं दशतः ' सूत्र पर 

आधारित है। 
= O भाज्य के अंत से भाजक के अंकों के समान अंक F तिरछी 
रेखा खींचते $1 

(i) भाज्य के बाई ओर भाजक लिखा जाता है। 

(ii) भाजक के नीचे उसकी 10. 100, 1000, “““ इत्यादि आधार, जो 
भी हो, के साथ पूरक संख्या लिखी जाती है। इस कार्य हेतु 
“निखिलम्‌' सूत्र का प्रयोग किया जाता है। यह संख्या शोधित 
भाजक के रूप में कार्य करती है। 

(४) भाज्य के नीचे थोड़ा स्थान छोड़कर क्षैतिज रेखा खींची जाती है, 
जिसके नीचे भाज्य का पहला अंक यथावत्‌ लिख दिया जाता है। 

(v) भाज्य के नीचे पहला अंक छोड़कर शेष अंकों के रेखा के नीचे 
के पहले अंक से शोधित भाजक से गुणा करके अंकों को क्रमशः 
उन अंकों के नीचे लिखते हैं। 
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(४) अब भाज्य के दूसरे अंक के नीचे की संख्या को उसमें जोड़कर 
रेखा के नीचे उसी स्तंभ में लिख देते हैं। 

(vii) इस दूसरे अंक से पुनः शोधित भाजक के अंकों का गुणा करके 
भाजक के तीसरे अंक से प्रारंभ करके रेखा के ऊपर तीसरी पंक्ति 
में लिखते हैं। 

(viii) इसके बाद भाज्य के तीसरे अंक के नीचे को संख्याओं को उसके 
साथ जोड़कर रेखा के नीचे तीसरे स्थान पर लिखते हैं। 

(90 क्रिया इस प्रकार चालू रखते हैं, जब तक कि अंतिम पंक्ति का 
अंतिम अंक भाज्य के अंतिम अंक के नीचे नहीं लिख जाता। 

(x) इसके उपरांत जोड़ किए गए अंकों की संख्याओं का अंतिम अंक 
लिखा जाता है। 

(xi) शेष को हासिल के रूप में दाएँ से बाएँ बढ़ते हुए बाई संख्या 
में जोड़ा जाता है। 

(xi) रेखा के नीचे लिखी पंक्ति 
की संख्या के समान अंकों 
भजनफल होती है। 

(xiii) कभी-कभी शेष भाजक से बड़ा रह जाता है। अत: यदि उसके 
अंकों को संख्या भाजक के अंकों की संख्या से बड़ी है तो भाग 
को क्रिया शोधित भाजक को लेकर पुन: दुहराई जाती है तथा नए 
भजनफल को पुराने भजनफल में जोड़कर लिखते हैं । यही अभीष्ट 
भजनफल होगा। 

(४५) यदि शेष भाजक से बड़ा है तथा उसके अंकों की संख्या भाजक 
के अंकों को संख्या के समान है तो भाजक के निकटतम गुणज 
को उसमें से घटाकर शेष प्राप्त करते हैं तथा गुणांक को भजनफल 
में जोड़कर अभीष्ट भजनफल प्राप्त करते हैं। 

उदाहरण (1): 15346 + 982 को सरल will 


दाहिने से बाएँ भाजक के अंकों 


में 
से बनी संख्या शेष तथा शेष संख्या 


हल : भाज्य 15346 
भाजक 982 
भजनफल 15 
[S 4S b GT गोष 616 
616 
SR 5 |$ === 
982 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


4] 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


वैदिक अंकगणित 


इसका सरल रूप निम्न है-- 


191 mS f 
भजनफल शेष 


उदाहरण (2) : 1382 + 95 को सरल करो। 


हल : भाज्य 
भाजक 
RRA भजनफल 
] 5929 ॥ 1 टी है शेष 
x1 ( 5 
E UU 
52 
उत्तर : 14 — 
95 
सरल रूप में यही-- 
Fir 82 
05 x 13 65 
47 
x1 05 
52 
भजनफल शेष 
उदाहरण (3) : 1295469 + 89996 को सरल करो। 
हल : ख 12122 SA NOR 
10004 x 1 0 0 
KIS 0 0 2 
MEE SS S L9 
x1 HDD 9 5 
I NE कक S 2 3 
35523 
उत्तर : 14 
89996 
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सरल रूप में यह निम्नवत्‌ होगा-- 


SEHE 
10004 x 12 
> l 


(ख) आनुरूप्य निखिलम्‌ विधि--जब भाजक उपाधार के निकट हो 
तो आनुरूप्य निखिलम्‌ विधि का प्रयोग किया जाता है। 


उदाहरण : 1011 + 23 को सरल करो। 


हल : 23 ५4 = SEN O 
"S 
/ 0 
00 Em । 
) अर्थात्‌ WSO 
92 से 1011 को भाग देने पर भजननफल 11 तथा शेष OT है, अतः 23 


से 1011 को भाग देने पर भजनफल 11x4 = 44 तथा शेष 01 होगा। 


22 
उत्तर : 43 — 
23 


(ग) परावर्त्य विधि-भाजक जब आधार 10, 100, 1000 77 इत्यादि के 
निकट होता है तथा पहला अंक 1 होता है, तो भाजन क्रिया का कार्य “परावर्त्य 
योजयेत्‌' सूत्र द्वारा अर्थात्‌ (+) fug को (-) तथा (-) चिह्न को (+) में 
बदलकर करना होता है। 

क्रिया विधि में भाजक के प्रथम अंक को छोड़कर शेष अंकों के fuel 
को बदल दिया जाता है। संशोधित भाजक के जितने अंकों का fug बदलते 
हैं, भाज्य में दाई ओर उतने ही अंक छोड़कर खड़ी रेखा खींची जाती है। 
शेष क्रिया पहले की तरह ही करते हैं | | 


उदाहरण (1) : 39316642 + 13101 को सरल will 
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| हल : 13101 E 
| 3101 x 3 5 
x0 0 
| x 1 3 
0 
भजनफल शेष 
541 
उत्तर : 3001 —— 
13101 


उदाहरण (2) : 36521 + 14 को सरल करो। 
हल : 14 


X XXX 
=i ® 


भजनफल 


m 2 
3 


७ ७ | के + o 


ON Al 
o ०० Nill =l S| 


शेषफल 


9 


1 

| अर्थात्‌ 

| उत्तर : 2608 — 
14 
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(घ) आनुरूप्य परावर्त्य विधि--जब भागफल में पहला अंक 1 न हो 
तो इस विधि का उपयोग करते हैं। इस विधि में भाजक को आधार 10, 100, 
1000 “के निकट लाने के लिए जिस संख्या से भाग दिया जाता है, भजनफल 
को भी उसी संख्या से भाग दिया जाता है। 

उदाहरण (1) : 2699 + 224 को सेरल करो। 

224 
हल : आनु. भाजक - = । 
परावर्त्य भाजक 


उदाहरण (2) : 1688 + 221 को सरल करो। 


221 | 
हल : आनु भाजक 775 110 उ 
Li | 
परावर्त्य भाजक -1 - ER 
l 
2 X 
भजनफल 7 
] 5 1] 
शेष का ५10+ द 
= 141 
ue ur di 
Uo 
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| 2, ऊर्ध्व wd ध्वजांक विधि: 
इसके अंतर्गत सूत्र ' ऊर्ध्वतिर्यग्भ्याम्‌ एवं ध्वजांक' का प्रयोग किया जाता 


है। यहाँ ध्वजांक का अर्थ ध्वज की तरह के ऊपर रखी संख्या से है। इस | 
विधि में भाजक के अंकों को दो भागों में विभाजित करते हैं । दाहिने भाग i 
को भाज्य के बाई ओर रखते हैं, इसे ध्वजांक कहते हैं । ध्वजांक के नीचे बाई f 
ओर थोड़ा हटकर भाजक के STU भाग को लिखते हैं । सारा भाजन कार्य इसके | 
द्वारा ही होता है । इसे भाजक कहते हैं | ध्वजांक की संख्या के अंकों के बराबर | 
अंक दाई ओर से गिनकर एक खड़ी रेखा खींची जाती है, जिसके दाई ओर j 
शेषफल प्रदर्शित होगा। अब इस चुने भाजक से भाज्य के बाएँ भाग को भाग ] 
दिया जाता $0 भाग देने पर जो शेषफल प्राप्त होता है उसे भाज्य के अगले b 


अंक से कुछ पहले, परंतु पंक्ति से नीचे लिखा जाता है। यह संख्या भाज्य 
के अगले अंक के साथ पढ़ी जाती है। अब प्राप्त भागफल और ध्वजांक में 
बाएँ से दाएँ ऊर्ध्व तिर्यग्भ्याम्‌ का प्रयोग कर गुणनफल ज्ञात किया जाता है 
इस गुणनफल को नए भाज्य से घटाकर संशोधित भाज्य प्राप्त किया जाता है। 
पूर्व की भाँति इसे पुनः पहले अंक के आगे उसी प्रकार लिखा जाता है। फिर 
से भाग की क्रिया इस भाज्य में की जाती है और ध्वजांक से नए भागफल 
का गुणा करना, घटाना तथा नया भाज्य ज्ञात करना और फिर भाग करना आदि 
बार-बार अंत तक अनवरत चलता रहता है, जब तक कि अंतिम संशोधित 
शेषफल प्राप्त नहीं हो जाता। 


उदाहरण (1) : 713571 + 823 को सरल करो। 


हल : पूर्ण भजनफल पक्ष अवशेष पक्ष 
8/23 
ध्वजांक 23 
चयनित भाजक 8 
भजनफल 


(i) भाजक 8/23 के दो भाग किए चयनित भाजक 8, ध्वजांक 23 


(४) ध्वजांक में दो अंक हैं, अतः भाज्य के दाहिनी ओर से दो अंक 
| गिनकर खड़ी रेखा खींची। 
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(ii) भाजक 8 से सर्वप्रथम बाई ओर से 71 में भाग दिया। भजनफल 
8 को । के स्तंभ में रेखा के नीचे लिखा। अवशेष 7 को भाज्य 
के अगले अंक 3 के नीचे बाई ओर लिखेंगे। अगला भाज्य 73 
होगा। 


2 ^ NN 
(iv) शोधित भाज्य 73- | | = 57, 8 से भाग देने पर भजनफल 7 


को 3 के स्तंभ में रेखा के नीचे लिखा। अवशेष | को 5 के नीचे 
बाई ओर लिखेंगे। अगला भाज्य 15 होगा। 


2813 
(v) शोधित भाज्य 15 - K = 2 3, 8 से भाग देने पर भजनफल 
deam 


3 को 5 के स्तंभ में रेखा के नीचे लिखा। अवशेष | को 7 के 
नीचे बाई ओर लिखेंगे। 
(vi) अवशेष पक्ष में संख्या 171 प्राप्त हुई। 


2 dc 
17- < 52 को 1 के नीचे बाई ओर लिखेंगे। 
f 3 


3 
अब 21 - a = 30 
3 


अत: अंतिम अवशेष 30 


30 
SANUS R97 ———— 
823 


उदाहरण (2) : 132153 + 2315 को सरल करो! 


हल : भजनफल पक्ष अवशेष पक्ष 
2/315 CM BD [i523 

ध्वजांक 315 

चयनित भाजक 2 


भजनफल 6 5 198 अंतिम शेष 
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स्पष्टीकरण : ध्वजांक में तीन अंक हैं, अत: खड़ी रेखा दाहिने से तीन 


अंक छोड़कर खींची जाएगी। चयनित भाजक 2 का 13 में भाग देने पर 
भजनफल 6, अवशेष 1, अगला भाज्य 12 


GS 3 
शोधित भाज्य 12 - "E 6, भजनफल 3, 


अवशेष 0 

शेषपक्ष की संख्या 153 
3T 

01 - IX i 
69733 
DES 

45 - 2X zio 
6 3 


183 : | 198 
= 


अतः अंतिम शेषफल 198 
198 
2315 


SAN B S7 


उदाहरण (3) : 25346 में 237 का 5 दशमलव स्थान तक भाग 
हल : पूर्ण भजनफल पक्ष दशमलव UN 
23/7 ES 6७ ७ ७ ७ ४) 
ध्वजांक 7 ION IS Se 2i 


=h 


उत्तर : 106.94515 
स्पष्टीकरण : ध्वजांक में एक अंक है, अत: खड़ी रेखा दाहिने से एक 


अंक छोड़कर खींचेंगे। 


चयनित भाजक 23 का 25 में भाग देने पर भजनफल 1, अवशेष 2 
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7 
शोधित भाज्य 23 - |= 16. भजनफल 0, अवशेष 16 | 


अगला भाज्य 164 
7 
शोधित भाज्य 164 - = 164, भजनफल 7, अवशेष 3 
0 
शेषपक्ष की संख्या में भी क्रिया उसी प्रकार बढ़ेगी । विशेष बात यह होगी 
कि अब भजनफल में दशमलव आ जाएगा। 
उदाहरण (4) : 7246041 का व्युत्क्रम लिखिए। 
हल : 7/246041 et bi rss cod > 0) छो 0 0 0, ॥ 00 0000०0 
ध्वजांक 246041 :0000001374 6106 
चयनित भाजक 7 O OO OSORNO OI 3.8 0 0.6.4 
उत्तर : 0.000000 1 380064 ........... 
स्पष्टीकरण : ध्वजांक में छः अंक हैं, अत: खड़ी रेखा दाहिने से €: 


अंक छोड़कर खींची जानी है, उसके लिए आवश्यक शून्य बनाएँगे। 
चयनित भाजक 7 का 0 में भाग देने पर भजनफल 0, अवशेष 0 


2) 


अगला भाज्य 00, शोधित भाज्य 0 - |- 0, भजनफल 0, अवशेष 0 
0 


24 
अगला भाज्य 00, शोधित भाज्य 00 - X - 00, भजनफल 0, 
0 0 
अवशेष 0 
2406 
अगला भाज्य 00, शोधित भाज्य 00 - D = 00, भजनफल 0, 
600 
अवशेष 0 
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अगला भाज्य 00, शोधित भाज्य 00 - 


भजनफल 0, अवशेष 0 


अगला भाज्य 00, शोधित भाज्य 00 - 


भजनफल 0, अवशेष 0 


अगला भाज्य 01, शोधित भाज्य 01 - 


भजनफल 0, अवशेष | 


अगला भाज्य 10, शोधित भाज्य 10 - 


भजनफल 1, अवशेष 3 


अगला भाज्य 30, शोधित भाज्य 30 - 


भजनफल 3, (#4 अन्यथा अगला शोधित भाज्य ऋणात्मक 1 होगा) अवशेष 7 


अगला भाज्य 70, शोधित भाज्य 70 - 


भजनफल 8, अवशेष 4 


अगला भाज्य 40, शोधित भाज्य 40 - 


भजनफल 0, अवशेष 6 


अगला भाज्य 60, शोधित भाज्य 60 - 
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भजनफल 0, (भजनफल zo] अन्यथा अगला शोधित भाज्य ऋणात्मक) 
अवशेष 10 


24604] 
अगला भाज्य 100, शोधित भाज्य 100 - 2€. - 48, 
013800 
भजनफल 6, अवशेष 6 
24604] 
अगला भाज्य 60, शोधित भाज्य 60 - 2 
138806 


भजनफल 4, अवशेष 7 


भाग की एक अन्य विधि : इस विधि को सैद्वान्तिक आधार ध्वजांक विधि 
ही है। इस विधि में भाजक का निकटतम 10,100,1000,.....आदि के गुणज 
से विचलन ज्ञात किया जाता हैं यहाँ पर क्रियात्मक आधार से शून्य हटाने के 
बाद शेष संख्या सहायक भाजक के रूप में काम करती है। भाज्य के दाहिनी 
ओर से हटाए. गए शून्यों की संख्या के समान संख्या में अंकों के विभाग करते 
हैं तथा क्रमागत प्रत्येक पैड़ी के भाज्य समूह से पूर्व भजनफल अंक को 
विचलन से गुणा करके घटाते हैं जो कि हर Web का क्रमागत शोधित भाज्य 
होगा। 


उदाहरण (1) : 14357 को 37 से भाग दो। 
हल : 

क्रियात्मक आधार 40 

आधार 10 

सहायक भाजक 4 

क्रियात्मक आधार से भाजक का विचलन 37-40 = 3 

स० भाजक 4 

विचलन 3 x ‘STR a 8 8 | शेष 37+24=! 
14357 
37 37 
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स्पष्टीकरण : 

(i) भाजक 37, 10 के गुणज 40 के निकट है, अत: 40 क्रियात्मक आधार 
है। 40 से 37 का विचलन 37-40 - 3 है। क्रियात्मक आधार 40 का आधार 
10 हैं अतः 


m 


40 
सहायक भाजक 40 = -- = 4 होगा। 
10 


इसे हम 40 से शून्य हटाकर भी प्राप्त कर सकते हैं। 

चूंकि यहाँ आधार 10 है, अतः प्रत्येक पैड़ी के भाज्य हेतु एक एक अंक 
लिया जायेगा। 

(i) 4 से 1 में भाग नहीं जाता अत: हम 14 में भाग देते हैं। भजन फल 
3 को क्षैतिज रेखा के नीचे 4 के स्तम्भ में लिखा। शेष 2 को क्षैतिज रेखा के 
ऊपर भज्य के अगले अंग 3 से थोड़ा पहले लिखा। अगली पैड़ी के भाग हेतु 
भाज्य 23 से पूर्व भजनफल अंक 3 को विचलन 3 से गुणा करके घटाने पर 
शोधित भाज्य 23-3 x 3 = 32 

(1) 32 में 4 से भाग देने पर प्राप्त भजनफल 8 को क्षेतिज रेखा के नीचे 
3 के स्तम्भ में लिखा तथा शेष 0 को क्षैतिज रेखा के ऊपर भाज्य के अगले 
अंक 5 से थोड़ा पहले लिखा। अगली पैड़ी के भाग हेतु भाज्य 05 से पूर्व 
भजनफल अंक 8 को विचलन 3 से गुणा करके घटाने पर शोधित भाज्य 
05-8 x 3 = 29 

(iv) 29 में 4 से भाग देने पर प्राप्त भजनफल 8(z7 अन्यथा शेष मूल 
भाजक से बड़ा मिलेगा) को क्षेतिज रेखा के नीचे 5 के स्तम्भ में लिखा तथा 
शेष 3 को क्षैतिज रेखा के ऊपर भाज्य के अगले अंक 7 से थोड़ा पहले लिखा। 

(v) अब शेष संख्या 37 - 8x3 = 1 होगा। इस प्रकार क्षैतिज रेखा के 
नीचे लिखी संख्या 388 अभीष्ट भजनफल तथा 1 शेषफल होगा। 

14357 ] 


= 388 —— 
37 E 37 


उदाहरण (2) : 732969 से 132 भाग दें। 


हल : क्रियात्मक आधार 130 
आधार 10 
विचलन 132 - 130 = 2 


130 
सहायक भाजक e = 13 
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52374 1 को 198 से भाग gl 
क्रियात्मक आधार 200 


आधार 100 
j 200 
सहायक भाजक —— = 
100 
विचलन 198 - 200 = 2 


स. भाजक 2| 52 / ,37 / (41 


विचलन 2x 26 / 44 / शेष 141 - 44 x 7 = 229 


पुनः 2 ८०५८५१ 2 | 29 


Din शेष 029 - 1x2 = 31 
शोधित भजनफल 2644 + 1 = 2645 
शेषफल 31 
523741 31 
Cn CE EE 


उदाहरण (4): 


6x - 11% + 8x - 2 को 2x-3 से भाग दो। 


हल : क्रियात्मक आधार 2x 


आधार x 
विचलन 7 
सहायक भाजक : =2 
सहायक भाजक 2 dee 3g >9) 
॥_॥/ 0-90. 1 


विचलन 5 x SYR SH अर a | 
wS शेष - 2 त्र “355 
(6X - 11x? + 8x - 2) + (2x-3) 
2 5 11 
=3x -x+ — + 
(OS) 
(1 
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M न 


Mme 


अध्याय 10 


सहायक भिन्न 


ey ese UT 


कुछ भिन्नों को दाशमिक संख्याओं के रूप में निरूपित करने में कुछ 
दूसरी भिन्नें बड़ी उपयोगी होती हैं। यह कार्य इन सहायक भिन्नों के द्वारा 
अत्यंत सरल हो जाता है। यहाँ हम इन सहायक भिन्नों का उल्लेख करेंगे। 
1. प्रथम प्रकार की सहायक fr: 

ये सहायक भिन्नें उन fue को सरल करने में प्रयोग की जाती हैं, जिनके 


हर का इकाई का अंक 9 है। ऐसी भिन्नों के सरल करने हेतु सहायक भिन्न p 
प्राप्त करने के लिए हर के पूर्वातक अंक को एक अधिक करके अंतिम अंक 4 


| के स्थान पर शून्य रख दिया जाता है। यहाँ सूत्र 'एकाधिकेन पूर्वेण' का प्रयोग 
। किया जाता है। सहायक भिन्न से अभीष्ट दाशमिक भिन्न प्राप्त करने हेतु हर 
के अंतिम स्थानों से शून्य हटाकर अंश के उतने ही स्थान दशमलव को बाई 
ओर हटाया जाता है। अंत में भाग की क्रिया संपन्न की जाती है, परंतु ध्यान 
यह रखा जाता है कि भाजन क्रिया की हर पैड़ी में अवशेष को शून्य का 
उपसर्ग (Prefix) न बनाकर प्रत्येक भजनफल अंक का उपसर्ग बनाते हैं। 


] 
उदाहरण (1) : i को सहायक भिन्न की सहायता से हल करो। 
l 
0 


अर्थात्‌ 


3 || 25 


l 
हल :. — का प्रथम प्रकार सहायक भिन्न 
19 


wN 


l 
| अतः 19 hs 10 o? i 00 ०3 | m) i? 18 (> क o? E 10 o9 of o2 due 
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HOS 0 3 1 578047368421] * 
अठारह अंकों की आवृत्ति 

स्पष्टीकरण : । में 2 का भाग न जाने के कारण भजनफल 0, शेष | 

अगला भाज्य 1 को 0 का उपसर्ग बनाकर 10, 10 को 2 से भाग देने 
पर भजनफल 5, शेष 0 

अगला भाज्य 0 को 5 का उपसर्ग बनाकर 05, 05 को 2 से भाग देने 
पर भजनफल 2, शेष । 

अगला भाज्य । को 2 का उपसर्ग बनाकर 12, 12 को 2 से भाग देने 
पर भजनफल 6, शेष 0 

अगला भाज्य 0 को 6 का उपसर्ग बनाकर 06, 06 को 2 से भाग देने 
पर भजनफल 3, शेष 0, इत्यादि। 

उपसर्गित अवशेष भजनफल के अंक नहीं हैं, बस केवल प्रश्नगत 
भजनफल अंक समूह के उपसर्ग मात्र हैं, अतः उत्तर में इनका समावेश नहीं 
होगा। 

नोट-सहायक भिन्न में शून्य हटाने के अलावा सरलीयन की कोई क्रिया 
भी नहीं करते। 


16 
उदाहरण (2) : क को सहायक भिन्न की सहायता से सरल करो। 


ES 10 TENET: 
est: का सहायक भिन्न ——— अर्थात्‌ — — 
599 600 6 
16 
मन 102 (0711 918 158: (08 184 (80: 80.13... 


OHO TI 853088 4 8,08 0.13... 
उत्तर में उपसर्गित अवशेषों का समावेश नहीं किया जाएगा। 


2. द्वितीय प्रकार की सहायक Rr. 


उपर्युक्त उदाहरणों में भिन्नों के हर का अंतिम अंक 9 smi लेकिन उन 
भिन्नो में जिनके हर का अंतिम अंक । हो, हमें अंतिम अंक 9 बनाने हेतु | 
9 का गुणा करना पडेगा । परिणामस्वरूप एकाधिक बडा हो जाएगा तथा भाग 


* दशमलव संख्याओं में जिन अंकों के ऊपर बिंदु है, उस अंतराल के सभी अंकों | 
की आवृत्ति मानी जाती है। 
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क्रिया जटिल हो जाएगी। अत: ऐसी भिन्नों को सरल करने हेतु दूसरी प्रकार 
की सहायक भिन्न बनाई जाती है, जिसका हर तथा अंश दोनों ही एकन्यून 
कर दिए जाते हैं। भजनफल के विशिष्ट अंकों को या भजनफल अंक समूह 
को उपसर्ग लगाने जैसे सिद्धांत तथा अन्य बातें एकाधिक सहायक भिनों के 
समान ही हें । बस अंतर इतना है कि पहले भाग के पश्चात्‌ या समूह के भाग 
के पश्चात्‌ अगला भाज्य प्राप्त करने के लिए हम अवशेष को भजनफल का 
उपसर्ग न बनाकर उसके अंकों के 9 के पूरक अंकों से बनी संख्या का उपसर्ग 
बनाते हैं तथा सारी भाजन क्रिया उसी प्रकार करते हैं । यह कार्य मौखिक रूप 
से ही किया जाएगा। उत्तर लिखते समय उपसर्गों को छोड़ दिया जाएगा। 


16 
उदाहरण (1) : a को सहायक भिन्न को सहायता से सरल करो। 


16 e 15 Metis 
हल :7 का सहायक भिन्न ¬ अर्थात्‌ शश 
81 80 8 


16. 


Rie 71 60 47 25 3 60 58 ;6 4 I 


=. 197530864 


स्पष्टीकरण : 1.5 में 8 का भाग देने पर दशमलव के बाद भजनफल 
अंक | लिखा तथा 7 पहला अवशेष मिलता है। 

अब 8 का भाग 71 में न देकर 78 में देंगे तथा भजनफल अंक 9 लिखा, 
6 दूसरा अवशेष मिला। 

अब 8 का भाग 69 में न देकर 60 में देंगे तथा भजनफल अंक 7 लिखा, 
4 तीसरा अवशेष मिला। 

इसी क्रम में हम क्रिया पूरी करेंगे। उत्तर लिखते समय उपसर्गो को छोड़ 
देते हैं। 

अतः उत्तर . 19 75 30 8 6 4 प्राप्त हुआ। 


23 
उदाहरण (2) : T को सहायक भिन्न द्वारा सरल करो! 


23 डी त यी 
हल :2 का सहायक भिन्न 27 अर्थात्‌ o 
201 A स्ट 
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Fr 1111120000 100 96. 


. 11 44 27 86 06 96........ 


स्पष्टीकरण : यहाँ पर 22 में 2 का भाग देने पर भजनफल 11 तथा 
अवशेष 0 है। अत: 0 को 11 का उपसर्ग बनाएँगे। अब अगली पैड़ी में 2 
का भाग 011 में न देकर 088 में दिया जाएगा तथा भजनफल 44 एवं अवशेष 
0 प्राप्त होता है। अत: 0 को 44 का उपसर्ग बनाएँगे। 

पुन: अगली पैड़ी में 2 का भाग 044 में न देकर 055 में दिया जाएगा, 
जिसके फलस्वरूप भजनफल 27 तथा अवशेष । प्राप्त होता है। इस बार | 
को 27 का उपसर्ग बनाएँगे तथा 2 का भाग 127 में न देकर 172 में देंगे। 
इस क्रम से आंगे की क्रिया पूरी करेंगे। उत्तर लिखते समय उपसर्गों को छोड़ 
देंगे। 


इस प्रकार प्राप्त उत्तर 0. 11 44 27 86 06 96.......... 


ULM i 
दारणा (>): की सहायक भिन्न द्वारा सरल करो। 


— f 16 i .016 
हल : का सहायक भिन्न —— अ 
0 TE G0 i 1 
17 
1001 = * 0016 283 (016........ 
= 006958 


3. सहायक भिन्‍नों का व्यापीकरण 


(क) प्रथम प्रकार को सहायक भिन्न का व्यापीकरणं : दी हुई भिन्न 
के हर को निकटतम दस की गुणज संख्या से स्थानापन्न करते हैं। हर का 
इस दस की गुणज संख्या से विचलन ज्ञात करते हैं। हर के स्थानापन्न करने 
के बाद हर से शून्य हटाने कौ क्रिया को जाती है। शून्य हटाने की क्रिया 
के बाद भाग क्रिया की जाती है तथा अवशेष को भजनफल का उपसर्ग 
बनाकर लिखते $1 अब भजनफल में fug परिवर्तित विचलन का गुणा कर 
प्राप्त गुणनफल का अवशेष को उपसर्ग बनाकर नया भाज्य प्राप्त करते हैं 
जिसमें अतिरिक्त अंक हासिल के रूप में लेते हैं। यह पैडी अंकित नहीं की 
जाएगी तथा आगे क्रम इसी प्रकार चलता रहेगा। यहाँ ' आनुरूप्य' सूत्र का 
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उपयोग किया जाता ii 
उत्तर लिखते समय उपसर्ग छोड़ दिए जाते हैं। 


xo 
उदाहरण (D) : |. को सहायक भिन्न द्वारा सरल करो। 


RS 11 MIS TU. 
हल : 7 की सहायक भिन्न 20 अर्थात्‌ » यहाँ विचलन 3 । 
|| 
अत: 7 = 15,00 7(2)3 ,(3)4 (5)6 (0) 4 —— — 
स्पष्टीकरण : 1.1 में 2 का भाग देने पर दशमलव के बाद भजनफल 


अंक 5 तथा प्रथम अवशेष || 
प्रथम अवशेष | के भजनफल अंक 5 का उपसर्ग बनाकर लिखा। 
प्रथम भजनफल अंक 5 को विचलन 3 से गुणा कर गुणनफल का चिह्न 
बदलने पर प्राप्त संख्या (1) 5 का प्रथम अवशेष का उपसर्ग बनाते हैं अत: 
द्वितीय भाज्य ,(1)5 = 251 
2 से 25 को भाग देने पर द्वितीय भजनफल (1)2 तथा द्वितीय अवशेष 1। 
द्वितीय अवशेष | को द्वितीय भजनफल (1)2 का उपसर्ग बनाकर लिखते 


ay 


द्वितीय भजनफल (1)2 को विचलन 3 से गुणा कर गुणनफल का fug 
बदलने पर प्राप्त संख्या (3)6 का द्वितीय अवशेष को उपसर्ग बनाने पर तृतीय 
भाज्य ,(3)6 = 461 

2 से 46 को भाग देने पर तृतीय भजनफल (2)3 तथा तृतीय अवशेष 0. 

यह प्रक्रिया इस प्रकार आगे भी चलती रहेगी। यहाँ पर अतिरिक्त अंक 
को हासिल के रूप में ग्रहण किया जाता है तथा उत्तर में उपसर्ग को छोड़ 
देते हैं.। 


| अत: —— e GU. s 


नोट : आगे के क्रम में भजनफल बड़े होते जा रहे हैं तथा हासिल के 
| अंकों की बढ़ती संख्या परेशानी बढ़ा रही है। इस परेशानी को समाप्त करने 
| के लिए आवश्यकतानुसार भजनफल और बढ़ाकर अवशेष ऋणात्मक लेते हैं । 


EX 


| उपर्युक्त उदाहरण में इस संमस्या का समाधान इस प्रकार होगा- 


1] 
| ज 5 ‘16 ODO) DDD 
| 17 à 
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उदाहरण (2): DI को सहायक भिन्न द्वारा सरल करो। 
1] 5 11 we] PN 
: की सहायक भिन्न —— अर्थात्‌ 7 यहां 3 
eS 203 ij 200 T 2 | 
Jn ^ ou 
अतः = , 0 IS 19 215. 


203 
> 0 51 ८1.10 7/ 41 eec: 


(ख) द्वितीय प्रकार की सहायक भिन्न का व्यापीकरण : दी हुई 
भिन्न कें हर को निकटतम दस की गुणज संख्या से स्थानापन्न करते हैं। हर 
का इस दस की गुणज संख्या से विचलन ज्ञात कर उसे अंश से en हैं। 
इसके उपरांत हर से शून्य हटाने की क्रिया की जाती है | शून्य हटाने को क्रिया 
के बाद भाग की क्रिया संपन्न की जाती हे तथा प्राप्त अवशेष को भजनफल 
का उपसर्ग बनाकर लिखते हैं। आगे की क्रिया संपन्न करने हेतु मौखिक रूप 
से भजनफल अंकों के 9 के पूरक अंक प्राप्त कर उसके साथ विचलन का 
गुणा करते हैं। प्राप्त गुणनफल का अवशेष को उपसर्ग बनाकर नया भाज्य 
प्राप्त करते हैं तथा भाग क्रिया करते हैं। प्राप्त अवशेष को भजनफल का 
उपसर्ग बनाकर लिखते हैं। यह क्रम इसी प्रकार चालू रहता है । उत्तर के लिए 
दशमलव के बाद भजनफल अंकों को क्रमश: लिख देते हैं तथा अवशेषों को 
छोड़ दिया जाता है। इस क्रिया में भजनफल के अतिरिक्त अंक हासिल के 
रूप में प्रयोग किए जाते हैं। 


14 
उदाहरण (1) : SERM को सहायक भिन्न द्वारा सरल करो। 


14 12 1.2 
हल : —— की सहायक भिन्न —— अर्थात्‌ - यहाँ विचलन 2 
z 7 अर्थात्‌ 7 यहाँ 
14 
EN = -6 RS 0०0 "9 DOGS HED 
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स्पष्टीकरण : 1.2 में 2 का भाग देने पर दशमलव के बाद प्रथम 
भजनफल अंक 6 तथा प्रथम अवशेष 0। 

| प्रथम अवशेष 0 को भजनफल 6 का उपसर्ग बनाकर लिखा। प्रथम 
भजनफल अंक 6 का 9 के पूरक 3 के साथ विचलन 2 का गुणा करने पर | 
गुणनफल 6 प्राप्त हुआ । अब प्रथम अवशेष 0 को 6 का उपसर्ग बनाकर दसरा | 
भाज्य 06 प्राप्त हुआ। इसे 2 से भाग देने पर द्वितीय भजनफल 3 तथा अवशेष 1 
0 प्राप्त हुआ। 

द्वितीय अवशेष 0 को द्वितीय भजनफल 3 का उपसर्ग बनाया। द्वितीय 
| भजनफल अंक 3 के 9 का पूरक 6 है, जिसके साथ विचलन 2 का गुणा करने 
पर गुणनफल (1)2 प्राप्त हुआ। 

अब द्वितीय अवशेष 0 को (1)2 का उपसर्ग बनाकर तीसरा भाज्य 12 प्राप्त 

हुआ। इसे 2 से भाग देने पर तृतीय भजनफल 6 तथा तृतीय अवशेष 0 प्राप्त 
हुआ। तृतीय अवशेष 0 को तृतीय भजनफल 6 का उपसर्ग बनाया तथा क्रिया 
इसी क्रम में आगे भी चालू रखी। अंत में उपसर्गा को छोड़कर ऊपर की पंक्ति Ü 
को उत्तर के रूप में लिख देंगे। : 


14 
अत: e (9.39 3) (9 522 अल 
22 


14 
उदाहरण (2) : —— को सहायक भिन्न द्वारा सरल wl 


| 14 1] 1.1 
| $ 
हल : की सहायक भिन्न 7 अर्थात्‌ ¬ यहाँ विचलन 3. 
23 20 2 
14 E 
23 7 B DT 3 (8 CDT IT a 
- GO NICD T य: 
z 1610/84619 ली 


उदाहरण (3) 24 को सहायक भिन्न की सहायता से सरल करो। 
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15 X 122 ५ I 1.2 " 
हल : की सहायक भिन्न 7 अर्थात्‌ 7 यहाँ विचलन 3 
33 30 3 ' 
15 | 
== PPS, | 
ह o E 


15 a 
उदाहरण (4) : 7g को सहायक भिन्न की सहायता से सरल करो। 


15 16 LO 
हल: की सहायक भिन्न ह त, यहां विचलन 11 | 


15 T | 
—— = o5 6515 uses | 
39 ; 


=A 61 Sees 


नोट : भजनफल ऋणात्मक न आए, इसके लिए qd भजनफल को 
वास्तविक मान से 1 न्यून लेकर आगे बढ़ते हैं तथा आगे भी इस बात का 


ध्यान रखते हैं। 
a 


t 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


PN 
pee sa — + 


-— 
u- t yt 


अध्याय 11 


PN 


आवर्ती दशमलव 


Erte 


परिमेय संख्याओं की विशेषता यह है कि ये अनावर्ती, आवर्ती या अंशावर्ती 
दशमलव संख्याओं के रूप में निरूपित की जा सकती हैं। 1 

() वे परिमेय संख्याएँ जो अपने सरलतम रूप में हर में केवल 2 या 5 | 
के एक या अधिक घातवाले गुणनखंड रखती हैं, अनावर्ती दशमलव संख्याओं 
के रूप में निरूपित की जा सकती हैं। 


FR 5 4 21 
— उच 1 I So MEME 
2 2: 5 5 
7 17 3] 
ब त्य CY >>. 69 SRI 
10 20 50 


(1) वे परिमेय संख्याएँ जो अपने सरलतम रूप में अपने हर में केवल 2 
तथा 5 से भिन्न रूढ संख्याओं 3, 7, 11, 13, 17......... आदि के एक या अधिक 


घात के गुणनखंड रखती हैं, आवर्ती दशमलव संख्याओं के रूप में निरूपित 
की जा सकती हैं। 


जैसे l 2 
जैसे... 28 १७०७००. =.3 
3 
2 , j 
PESE 285714285714285714......... = . 285714 
| 3 à 
| "s 9070727 की = .27 
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GE BN CR = .4 

9 

5 og 

OSE SIONS, OS 

99 


दशमलव के बाद जिन अंकों की आवृत्ति होती है उनमें से प्रारंभिक एवं | 
अंतिम अंक पर आवृत्ति बिंदु लगा दिए जाते हैं। : 

(ii) वे परिमेय संख्याएँ जो अपने सरलतम रूप में अपने हर में 2 या 5 
की एक या एक से अधिक घातवाले गुणनखंड तथा 3, 7, 11, 13........ में 
से किन्हीं संख्याओं के एक या एक से अधिक घातों के गुणनखंड हैं, अंशावर्ती 
दशमलव संख्याओं के रूप में निरूपित की जा सकती हैं। 


4 
i S. -— 10 6:6.6:6...... = . 26 । 
15 | 
3 l 
ST 085714 2857142............... = . 0857142 


L मूल fir — वे भिन्‍नें जिनका अंश इकाई हो, मूल भिन्न कहलाती हैं 


aa | ] 
जपा — o ee आदि। 

7 शिक्त 

इन मूल भिन्नों में हर के इकाई के अंक ।, 3, 7, 9 होंगे, यदि हर 2 या 
5 से अविभाजित है। 


उन मूल भिन्नो में जिनमें हर के इकाई के अंक 1, 3, 7, 9, हैं संगत आवर्ती 
दशमलव भिन्न के अंतिम अंक क्रमशः 9, 3, 7, । होंगे। 


उदाहरण : .09 


I 


.0434782608695652173913 


d A288583 


Im 
A 
23 
dt 
7 
] 
19 


.052631578947368421 
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I. मूल भिन्नों से आवर्ती दशमलव भिन्न प्राप्त करना jl 

H 

गः प्रय आनुरूप्येण सूत्र द्वारा) : मूल fui के प्रकरण में I 

| हम प्रथम भाज्य । लेंगे। H 
भाजक हर के बराबर होगा। fl 

H 

: AMNES l X H 

परंपरागत तरीके से 2 को दशमलव भिन्न में बदलने के लिए 7 का |] 

T 


भाग । में देंगे। भजनफल 0 होगा, अत: अब दशमलव अंकों का प्रारंभ होगा। il 
शेषफल 1 को गर्भस्थ शेषफल कहते हैं। अब शेष में आगे भाग देने के लिए H 
शेषफल को 0 का उपसर्ग बनाते हैं तथा इस संख्या 10 को प्रथम भाज्य मानकर 
भाजक 7 से भाग क्रिया करेंगे तथा प्रथम भजनफल 1 तथा प्रथम शेषफल 3 
| प्राप्त होता है। प्रथम शेषफल 3 को 0 का उपसर्ग बनाकर द्वितीय भाज्य 30 T 
प्राप्त करते हैं। 30 में 7 का भाग देने पर द्वितीय भजनफल 4 तथा द्वितीय 
शेषफल 2 प्राप्त होता है। 

भाग क्रिया को इसी प्रकार करते रहने पर हमें भजनफल के स्थान से 
दशमलव अंकों को प्राप्त कर अभीष्ट दशमलव भिन्न प्राप्त हो जाती है। 


071 12 85 
T] अवाच्या मूल भाज्य 1, भजनफल 0, 
E गर्भस्थ शेष | 
10 
-7 
30 भाज्य क्रमश: 10, 30, 20, 60, 40, 50..... 
-28 
20 भजनफल क्रमश: 1, 4, 2, 8, 5, 7... 
Eu 
. 60 शेषफल क्रमशः 3, 2, 6, 4, 5, 1 
-56 
। हण 
-35 
50 
-49 
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गर्भस्थ शेषफल । तथा प्रथम अवशेष 3 के अनुपात 1:3 को सार्व अनुपात 
तथा 3 को प्रथम पद मानकर गुणोत्तर श्रेणी बनाने पर 3, 9, 27, 81, 243, 


HOON इन संख्याओं को 7 के पैमाने पर नापने पर ये क्रमशः 3, 2, 6, 
८101 SF प्राप्त होते हैं, जोकि पूर्वोक्त शेषफल ही हैं। 

अतः प्रथम, द्वितीय, तृतीय,..........-- भाज्य क्रमशः 10, 30, 20, 60, 40, 
SNC i होंगे। 


इनमें क्रमशः मन-ही-मन 7 का भाग देकर आगे या पीछे चलते हुए | 

E x गकर 1 

इच्छानुसार सभी भजनफल अंकों को प्राप्त कर सकते हैं। इस प्रकार E 
के लिए आवर्ती दशमलव भिन्न 1 4 2 8 57 प्राप्त हो जाती है । 


2. द्वितीय विधि ('शेषाण्यड्केन चरमेण' सूत्र के द्वारा) : सूत्र का 
अर्थ है अवशेष को अंतिम अंक के द्वारा। यहाँ द्वारा शब्द गुणन प्रक्रिया का 
द्योतक है । इस प्रक्रिया में भाज्य अंकों को न लिखकर अवशेष अंकों को गर्भस्थ 
अवशेष के उपरांत के क्रम में लिखकर उसका अंत गर्भस्थ अवशेष से करेंगे 
तथा प्रत्येक अवशेष को आवर्ती दशमलव भिन्न के अंतिम दशमलव अंक से 
गुणा करके गुणनफल का अंतिम अंक अवशेष के नीचे लिख देते हैं। 


] m ees | 
A के प्रकरण में अवशेष क्रमश: 326451 ji को 


आवर्ती दशमलव भिन्न में बदलने पर अंतिम अंक 7 होगा। अत: प्रत्येक 
अवशेष को 7 से गुणा करके अंतिम अंक लिखने पर 

8. 2 (C SH SEI) 

ERD 1 SI 


l ; ; 
HL 42857 


3. तृतीय विधि : इस विधि में भजनफल अंकों में 9 का पूरक नियम 
लगता है। जब शेषफल भिन्न के हर - अंश के बराबर आ जाता है तो भाग 
देना बंद करके शेष भजनफल अंकों को पहले लिखे गए भजनफल अंकों के 
9 के पूरक अंकों को क्रमश: लिखकर अधूरा कार्य आसानी से पूर्ण कर लिया | 
जाता है। | 
जैसे ~ के प्रकरण में तीसरी पैड़ी में अवशेष (7 ~ 1) = 6 आ जाता 


p 
है। 
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प्रथम तीन अवशेष क्रमश: 3, 3? (मापांक 7)22,2x3 = 6, अब आगे 
के अवशेष नहीं लिखेंगे। अत: प्रथम तीन भजनफल अंक 7 से अवशेषों के 
गुणनफल के अंतिम अंक लिखने पर 1, 4, 2, 

भजनफल के तीन अंक 9 के पूरक नियम से 8, 5, 7, होंगे। 


] 
अत: zi =.142857 


4. चतुर्थ विधि ('एकाधिकेन' सूत्र द्वारा) : इस विधि से आवर्ती भिन्न 
के प्रश्नों को हल करने की विधि को दो वर्गों में विभाजित करेंगे। íi 
6) उन मूल भिन्नों के लिए जिनके हर के इकाई का अंक 9 है : - B 
“एकाधिकेन पूर्वेण' का अर्थ है पहलेवाले से एक अधिक के द्वारा। | 


संबंध सूचक ' के द्वारा' सूत्र में यह दर्शाता है कि उपयुक्त गणितीय कार्य | 

SI क्योंकि ` zr ^ ici 

या तो गुणन अथवा भाग है; क्योंकि जोड़ या घटाने में क्रमश: 'को' अथवा i 
on ES ES - - प्ल 

'से' संबंध सूचक होता है। परंतु “के द्वारा' संबंध सूचक शब्द का उपयोग सूत्र i 


में हुआ है, अतः यहाँ गुणन या भाग की क्रिया का होना स्पष्ट है। 

(क) गुणन विधि : चूँकि हर का अंतिम अंक 9 है। एकाधिक करने 
पर उपांतिम अंक पहले से एक अधिक तथा अंतिम अंक शून्य हो जाएगा। 
अत: गुणन की संक्रिया हर के उपांतिम अंक द्वारा संपन्न को जाएगी। चूँकि 
आवर्ती दशमलव भिन्न का इस प्रकरण में अंतिम अंक 1 होगा। हम 1 को 

| दाहिने सिरे पर लिखते हैं। इस अंतिम अंक को एकाधिक पूर्व से गुणा करते 
हैं और गुणनफल के इकाई अंक अंतिम अंक के बाई ओर लिख लेते हैं तथा 
शेष अंकों को हासिल के रूप में लेते हैं। 
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अब पुनः अंतिम से द्वितीय अंक को एकाधिक qd से गुणा करते हैं तथा 
हासिल को उसमें जोड़कर फिर इकाई का अंक अंतिम से तृतीय स्थान पर रख 
देते हैं। इस क्रिया को इसी क्रम में चालू रखते हुए अंकों की आवृत्ति शुरू 
होते ही कार्य समाप्त कर देते हैं। तब प्रथम और अंतिम अंक में आवर्ती बिंदु 
लगा देते हैं तथा इस आवर्ती संख्या से पूर्व दशमलव चिह लगा देते हैं। 


] : T उवा 
उदाहरण : —— के प्रकरण को लें। हर का अंतिम अंक 9 तथा उ 
19 


अंक । है। यहाँ एकाधिक पूर्व 2 होगा। चूँकि आवर्ती दशमलव भिन्न का अंतिम 
अंक | होगा, अतः 1 को दाहिनी ओर लिखेंगे। । को एकाधिक पूर्व 2 से 
गुणा करके 2 को । के बाई ओर लिखेंगे। फिर 2 को 2 से गुणा करके प्राप्त 
4 को 2 के बाई ओर लिखेंगे। इसके बाद 4 को 2 से गुणा करके प्राप्त 8 
को 4 के बाई ओर लिखेंगे। अब 8 को 2 से गुणा करके प्राप्त 16 के इकाई 
के अंक 6 को 8 के बाई ओर लिखेंगे तथा | को हासिल के रूप में ग्रहण 
करेंगे। अब 6 को 2 से गुणा करके प्राप्त 12 में हासिल 1 जोड़कर प्राप्त 13 
के इकाई अंक 3 को 6 के बाई ओर लिखेंगे तथा पुनः । को हासिल लेंगे।- 
इस प्रकार क्रिया करते हुए जब हम देखते हैं कि अंकों की आवृत्ति प्रारंभ हो 
गई है, हम कार्य बंद कर आवर्ती बिंदु तथा दशमलव चिह्न लगाते हैं। इस 
प्रकरण में 18 अंकों के बाद अंकों की आवृत्ति होती है, अत: अठारहवें अंक 
0 पर क्रिया बंद कर देते हैं तथा आवर्ती बिंदु तथा दशमलव चिह लगा देते 
[3 
03263 7 8 947, 368 4231 


] ; > 
क्ट 0 3 2 E6U098185 27.870747 —3-6:8:4 ॥ 


(ख) भाग विधि : यह विधि सहायक भिन्न के प्रकरण में समझाई गई 
है। यहाँ पर प्रथम प्रकार की सहायक भिन्न काम आती है। 

प्रथम प्रकार की सहायक fue उन भिन्‍नों को सरल करने में प्रयोग की 
जाती हैं, जिनके हर का इकाई का अंक 9 है। 

ऐसी भिन्नों को सरल करने हेतु सहायक भिन्न प्राप्त करने के लिए हर 
के पूर्वातक अंक को | अधिक करके अंतिम अंक के स्थान पर शून्य रख देते | 
हैं। यहाँ सूत्र 'एकाधिकेन पूर्वेण' का प्रयोग किया जाता है। सहायक भिन्न से 
अभीष्ट दाशमिक भिन्न प्राप्त करने हेतु हर के अंतिम स्थान से शून्य हटाकर 
अंश के उतने ही स्थान दशमलव को बाई ओर हटाया जाता है। अंत में भाग 
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की क्रिया संपन्न की जाती हे; परंतु ध्यान यह रखा जाता है कि भाजन क्रिया 
को हर पैड़ी में अवशेष को शून्य का उपसर्ग न बनाकर प्रत्येक भजनफल अंक 
का उपसर्ग बनाते हैं। 


= 


l i l Ji 
उदाहरण : — का सहायक भिन्न — अर्थात्‌ — 
19 20 2 
| 


अत्ता ०0७2७०१ RNR 


19 FS [D [SE nr nt; 


-.05263157894736842[ 


संक्षिप्तीकरण : जब 'हम ~ अंश की संख्या तक पहुँचें तब हम आधी 
गणना समाप्त कर चुके होते हैं। अत: यहाँ पर भाग क्रिया को रोककर आगे 
के अंकों को प्रारंभ से लिखे अंकों के 9 के पूरक अंक लिखकर कार्य को 
और आसान कर सकते हैं। 
0,5,2,6,3,1,5.7,8 


"T1505 ESOS IAEA 
भाग को नवीं पैड़ी के बाद 18 प्राप्त होता है, जोकि हर - अंश अर्थात्‌ 
19 ~ 1 = 18 के समान है। अतः आगे के अंकों 0, 5, 2, 6, 3, 5, 7, 8 के 
9 के पूरक 9, 4, 7, 3, 6, 4, 2, 1 लिख देने पर कार्य पूरा हो जाता है। 


(i) उन मूल भिनों के लिए जिनके हर के इकाई के अंक 1, 3, 7 
में से कोई अंक हैं : 

(क ) गुणन विधि : उन मूल भिन्नों के, जिनके हर के इकाई के अंक 
1, 3, 7, में से कोई अंक हैं, तुल्य आवर्ती दशमलव भिन्न के अंतिम अंक 
क्रमशः 9, 3, 7, होंगे। इस विधि में मूल भिन्न के हर के इकाई के अंक को 
9 बनाने के लिए हर के इकाई के अंक 1, 3, 7, होने की स्थिति में अंश तथा 
हर में क्रमश: 9, 3, 7, से गुणा करना होता है। अब प्राप्त हर के अंतिम अंक 
के एकाधिक पूर्व से तुल्य आवती दशमलव भिन्न के अंतिम अंक (9, 3, 7) 
को गुणा करने पर संख्या के इकाई के अंक से भिन्न के तुल्य आवर्ती दशमलव 
संख्या का अंत से दूसरा अंक प्राप्त होता है तथा शेष अंकों को हासिल के 
रूप में ग्रहण किया जाता है। अब एकाधिक पूर्व से अंतिम अंक को गुणा करके 
गुणनफल में हासिल जोड़कर उसके इकाई के अंक को अंतिम अंक के बाई 
ओर लिखते हैं तथा शेष अंकों से बनी संख्या को हासिल के रूप में लेते हैं। 
अब पुन: एकाधिक पूर्व से अंतिम से द्वितीय अंक को गुणा करके उसमें हासिल 
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जोड़कर इकाई के अंक को अंतिम अंक से द्वितीय अंक के बाई ओर लिख 
देंगे तथा शेष अंकों से बनी संख्या को हासिल के रूप में लेते हैं। इसी प्रकार 
हम प्रक्रिया चालू रखेंगे जब तक कि अंकों को आवृत्ति प्रारंभ न हो जाय। 
जैसे ही आवृत्ति प्रारंभ होती है, हम दशमलव चिह्न लगा देंगे तथा प्रथम तथा 
अंतिम अंकों के ऊपर आवर्ती बिंदु लगा देंगे। 


SUE =, 


99 का एकाधिक पूर्व 10 है। 

चूँकि आवर्ती दशमलव भिन्न का अंतिम अंक 9 होगा। 10 से 9 को गुणा 
करने पर 90। अतः आवर्ती दशमलव भिन्न का अंत से दूसरा अंक 0 प्राप्त 
होगा तथा 9 को हासिल के रूप में ग्रहण करेंगे। अब 10 का 0 में गुणा करके 
हासिलं 9 जोड़ने पर 9 प्राप्त हुआ। अतः आवृत्ति प्रारंभ हो गई इस कारण से 
गुणन की क्रिया अंतिम से दूसरे अंक के बाद ही रोक देंगे तथा 0 और 9 
के ऊपर आवर्ती बिंदु रखेंगे तथा 0 से पूर्व दशमलव भी। 


अब = =.09 
11 


l 
अन्य उदाहरण लक को आवर्ती दशमलव भिन्न के रूप में लिखो। 


हल : [IE ल्न 


69 के लिए एकाधिक पूर्व 7 होगा। तुल्य आवर्ती दशमलव भिन्न का 
अंतिम अंक 3 होगा, जिसे दाहिनी ओर लिखेंगे। 

3 में 7 का गुणा करने पर 21 आया जिसके इकाई के अंक | को 3 के 
बाई ओर लिखेंगे तथा 2 को हासिल। अब 7 का । में गुणा करके हासिल 
2 जोड़ेंगे तथा प्राप्त 9 को 1 के बाई ओर लिखेंगे। यह प्रक्रिया तब तक चालू 
रहेगी, जब तक कि अंकों की आवृत्ति प्रारंभ न हो जाए। 

:0,4,3,4,7,8,26,0,8,6,9,5,6,5,2,1,7,39,13 


आवृत्ति आवर्ती दशमलव भिन्न के अंत से 22 अंक बाद प्रारंभ होती है। 
अतः इसके बाद गुणन क्रिया रोक देंगे। 
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अब अंतिम तथा अंत से बाईसवें अंकों के ऊपर आवर्ती बिंदु अंकित करेंगे 
तथा अंकों से पूर्व दशमलव fag भी लगाएँगे | 
| 


EE 7.0434782608695652173913 


(ख) प्रथम प्रकार की सहायक भिन्न के द्वारा : एकाधिक पूर्व के द्वारा 


अंश को सतत भाग देते हुए जिसमें कि अवशेष को भजनफल का उपसर्ग 
बनाया जाता हैं, आवर्ती दशमलव भिन्न को प्राप्त किया जा सकता EI 


] 
उदाहरण (1) : qp की प्रथम प्रकार को सहायक भिन्न की सहायता 
से दशमलव भिन्न में बदलो। 
] 9 
हले ४ पतन 
11 99 


i यहाँ एकाधिक पूर्व 10 $110 से 9 को भाग देने पर भजनफल 0 तथा 
शेष 9। 
अब 9 को 0 का उपसर्ग बनाया, प्राप्त 90 जो कि 99.9 के समान है, 
अतः यहीं से 9 का पूरक नियम प्रारंभ हो जाएगा। 
अतः आवर्ती दशमलव में केवल दो अंक ही होंगे। 
| ५0 9 
zi. >>. ३0) ७) 


[p 3 
उदाहरण (2) : ज्र को प्रथम प्रकार की सहायक भिन्न की सहायता 
से आवर्ती दशमलव भिन्न में बदलो । 


हल : = = E . यहाँ एकाधिक पूर्व 5 होगा। 

5 से 7 को भाग देने पर भजनफल | तथा शेष 2। अब 
2 को | का उपसर्ग बनायेंगे प्राप्त 21 में 5 का भाग देंगे , 
तो भजनफल 4 तथा शेष । मिलता है। अब 1 को 4 का i 
उपसर्ग बनायेंगे। प्राप्त 14 में 5 का भाग देंगे तो भजनफल 2 (ang 
तथा शेष 4 प्राप्त होता है। अब 4 को 2 का उपसर्ग बनाते > ! * 
हैं। इस प्रकार संख्या 42 प्राप्त होती है जोकि हर ~ अंश (42) 
के समान है। अतः आगे के अंक 9 के पूरक नियम से प्राप्त 


किए जा wed हैं। 
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l ; ? 
इस प्रकार — = . 1 42, 8 5 7 


(ग) दूसरे प्रकार की सहायक भिन्न के द्वारा : उन भिन्नों को जिनके 
हर के इकाई के अंक 3 तथा 7 हैं, के हर और अंश को क्रमश: 7 या 5 
से गुणा करके ऐसी भिन्नों में बदला जा सकता है, जिनके इकाई के अंक | 
| 
फिर इन fue के अंश तथा हर में से एक-एक घटाकर दूसरी प्रकार की 
सहायक भिन्न में आसानी से बदला जा सकता है। इस प्रकार हम फिर उसे 
आवर्ती दशमलव भिन्न में बदल सकते हैं। 


" 


my 


| 3 3 
जाणा क हक क भिन्न त = Yu 


(घ) प्रथम प्रकार की व्यापक सहायक भिन्न के द्वारा : 


| 
उदाहरण : A को प्रथम प्रकार की व्यापक सहायक भिन्न की सहायता 


से आवर्ती दशमलव भिन्न में बदलो। 


] ] | E 
हल : —— को सहायक भिन्न — अर्थात -— तथा विचलन 3 
27 30 3 
um | 
अत: क्क की 25073977. 0.3. 1. s 
27 z 2 
= -037 


(ङ) द्वितीय प्रकार की व्यापक सहायक भिन्न के द्वारा : 


] 
उदाहरण : दं को द्वितीय प्रकार की व्यापक सहायक भिन्न की सहायता 
से आवर्ती दशमलव भिन्न में बदलो । 


l ^ 4 
हल : z5 m द्वितीय प्रकार की व्यापक सहायक भिन्न a8 अर्थात्‌ 


E 3 
EE तथा विचलन 31 
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: zA = 41 1) OE (299 3)5 
1620/0025 M 
> 1 (137 09/7 20 0999 


यहाँ दशमलव के कितने अंकों के बाद अंकों की आवृत्ति होती है, 
अनिश्चित है तथा भजनफल संख्यात्मक दृष्टि से बड़े होते जा रहे हैं। इस 
समस्या के समाधान के लिए प्रथम ऋणात्मक भजनफल से पूर्ववाले भजनफल 
को वास्तविक मान से एक न्यून कर लेते हैं। इस प्रश्न में द्वितीय भजनफल 
ऋणात्मक आ रहा है। अतः प्रथम भजनफल को । से । न्यून करके 0 लेंगे 
तथा इसी प्रकार आगे भी इस बात का ध्यान रखेंगे। 


] 


अत: m Ss AON STI] 0.55 5 


M 
e. 
UJ 
N 


I. अवशेष और भजनफल का पूरक चक्र 
] 
मूल भिन्न p तो हम देखते हैं कि क्रमिक अवशेष 3, 2, 6, 4, 

5 तथा | हैं। हम यह भी जानते हैं कि जब हम 6 (हर-अंश) के समान 
पर पहुँच जाते हैं तो आधा कार्य समाप्त हो चुकता है तथा पूरक अर्द्धाश शुरू 
-होने वाला हे। अब उपर्युक्त 6 अवशेषों को तीन-तीन की दो पंक्तियों में 
लिखने पर स्तंभानुसार प्रत्येक स्तंभ के अंकों का योग 7 ही आता है। 
3 2 6 

4 5 l 

7 7 7 
चूँकि हमारा भाजक 7 है, इसलिए अवशेष 6 से अधिक नहीं आ सकता, अत: 
1,2, 3, 4, 5, 6, हो संभावित अवशेष हैं। | 


] लें " oe e a 
अब - ले, क्रमिक अवशेष 10, 9, 12, 3, 4 एवं 1 हैं। इसमें सबसे 


बडा अवशेष 12 है। जब हम इन्हें तीन-तीन अवशेषों की दो पंक्ति में रखते 
हैं तो स्तंभानुसार योग 13 ही आता है। 


10 9 12 
3 4 l 
13 13 13 
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इस तरह से यह स्पष्ट हो जाता है कि भजनफल के अर्द्धाश 9 के पूरक हैं 
जबकि अवशेषों के अर्द्धाश अपने-अपने भाजक के पूरक हैं। 
IV. मूल भिन्नो के गुणज 
अब तक हमने मूल भिन्नों का आवर्ती दशमलव मान ज्ञात करने पर विचार 
faa अब आगे प्रश्‍न यह उठता है कि हम उन fed का आवर्ती दशमलव 
मान कैसे निकालेंगे, जिनका अंश 1 के अलावा अन्य संख्या है। आओ, 
देखते हैं। 
ES 142857 
1 र 
: = s 81577214 
ES 428571 
vs ] 
4 gs , 
ec 1.35 1:4 
i 2 28 
| e 
न m 
2 85 
6 ; 
a 857 
142 


इन सभी 7 हर वाले उचित भिन्नो में हमने देखा : 


l 
(i) m वाले 6 अंक ही सभी स्थितियों में मिलते हैं। 


] 
(i) वे सभी DE वाली दिशा तथा उसी क्रम मे EI 


(iii) à भिन्न-भिन्न अंकों से शुरू होते हैं पर चक्रीय क्रम बनाए रखते 
l 
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इन नियमों की सहायता से, एक से अधिक अंश वाले साधारण भिन्नों 
का qeu आवर्ती दशमलव सरलतापूर्वक लिखा जा सकता है। 

| Mo दार ; 

T 7142857 को देखते हुए सात हर वाले अन्य पाँच संभव उचित 
भिन्नों के तुल्य आवर्ती दशमलव निर्धारित करने के लिए कुछ अन्य सरल 
विधियाँ भी हें | 

] 
1. आरोही क्रम विधि--मूल भिन्न — के तुल्य आवर्ती दशमलव 
7 


के विभिन्‍न अंकों को परिमाण आरोही क्रम d अंकित करते हैं। 
] j : 
यथा “= MADE E 
7 
(1) (3) (2) (6) (4) (5) 
` ` . E 1 D श्‌ 
| सबसे छोटा अंक हे इसलिए 2 का चक्र । से प्रारंभ होता है 


और बाएँ से दाएँ चलता है। 


का चक्र 2 से प्रारंभ होगा। 


~aj» 


2 quu अंक है इसलिए 


2 i à 
— e HEUS T d 
7 
oio 3 र 
4 तीसरा अंक हे इसलिए E का चक्र 4 से प्रारंभ होगा। 
3 9 A 
= > 9285971 
3 
* € 4 . 
5 चौथा अंक है इसलिए em का चक्र 5 से प्रारंभ होगा। 


4 2 A 
नळ G LA E 
7 
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5 Mh: 
7 पाँचवाँ अंक है इसलिए y SEM, से प्रारंभ होगा। 


5 i : 
J 


6 yx 
8 छठवाँ अंक है इसलिए क का चक्र 8 से प्रारंभ होगा। 
6 
— 2.857142 
7 
दोष : कुछ प्रकरणों में अंक एक से अधिक बार आएँगे तो हम उनका 


क्रमांकन किस प्रकार करेंगे ? 


] , 
यथा ज़ =.0588235294117641 


निवारण : इस समस्या का समाधान आसान है। उपर्युक्त उदाहरण में 
पहले 8 से अगला अंक 8 है। अत: 88 बना, दूसरे 8 से अगला अंक 2 
है अतः 82 बना। परंतु 82 < 88 

अतः 82 वाले 8 का क्रमांक 88 वाले 8 के क्रमांक से पहले होगा। 


1 
इस प्रकार के के प्रकरण में क्रमांकन इस प्रकार होगा। 


* 


] द 
= > MIG B A 5-2 94 1 1 7 6 499 
17 (1) (10)(15)(14) (4) (6) (9) (5) (16) (7) (2) (3) (132010 (8) (12) | 
NESES à है 2 3 4 
जठ का चक्र 05 से प्रारंभ होता हे) अत: -- , -- , —, 
17 17 17 17 
> 6. uf B 9 10 11 12 
IP I ° TT * gus 7... आल | 
B 14 15 16 | 
तथा ङ्न के चक्र क्रमशः 11, 17> 23. 209 


17 17 17 
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35, 41, 47, 52, 58, 64, 70, 76, 82, 88 एवं 94 से प्रारंभ होंगे। 
उन प्रकरणों में, जिनमें तुल्य आवर्ती दशमलव में अंकों की संख्या 
| 
हर-1 से कम होती है, क्‍या करेंगे? ऐसा ही प्रकरण-- का लें। इसके 
13 
संभव गुणज तो 12 हैं तथा qeu आवर्ती दशमलव में केथल 6 अंक हैं। 


| ४ 5 o 2 
0 16 9» 3. E = INSISTS 
I3 (1) (10) (9) (12) (3) (4) 13 (2) (7) (5) (11) (6) (8) 
5) . P 4 LI . 
me FF 9) 9.(0) 7] (0): ). uc 5+ 7 5) 0) ॥ (9 9 2. 
13 13 

5 f j o > 
me 1 2) (० 10 Jl S uc eJ sS 
13 13 

7 b . . 2 . 
se = 158 3 t (9. Jo dS है (0) 0 51 DO द. 
13 13 

9 ० . 10 ° C 
न > TOON 337. न =) 786292289801 
13 13 

Tn Y. c: ; 12 : 
eS Ry (0) Jb a) 80 — 6 2 3) (0. 7/ (9 
13 13 


2. 'आद्यमाद्येन' सूत्र की सहायता से--इस विधि में हमें परिमाण- 
आरोही क्रम में रखने की आवश्यकता नहीं रहती और मूलभूत तुल्य दशमलव 
के प्रारंभिक अंक अथवा अंकों को अंश से गुणा कर P गुणज के लिए 


HE l : 2 
आरंभिक अंक निर्धारित किए जा सकते हैं। चूंकि puluis" 


; 1 उब वर लीक 
यहाँ त 0.14 से आरंभ होता él 


, 


0.28 से आरंभ होना चाहिए 


2 
7 
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3 i 
FG 0.42 से आरंभ होना चाहिए। 


4 ^ . ` 
p 0.56 से आरंभ होना चाहिए। 


यहाँ हासिल जुड़ जाने के कारण 0.57 से आरंभ होगा। 
5 EE है हि 
ज्रः 070 से आरंभ होना चाहिए जो कि यहाँ पर नहीं हे 


हासिल जुड़ जाने के कारण यहाँ 0.71 से प्रारंभ होगा । 


6 व 
ज, 0.84 से आरंभ होना चाहिए जो कि यहाँ पर नहीं है 
हासिल जुड़ जाने के कारण यहाँ 0.85 से प्रारंभ होगा। 


3. अन्त्यमन्त्येन विधि--इस विधि में आरंभिक अंक न लेकर अंतिम 


अंक लेते हैं।. 
[ | ; M TN l : : 
p का अंत 7 से होता है तथा — = 0.142857 
2 lO 2 
p का अंत 4 से होना चाहिए, अत: T 285714 
3 ELA 3 E 
m का अंत । से होना चाहिए, अत: न 428571 
4 HOS 4 ; , 
t का अंत 8 से होना चाहिए, अत: न .571428 
5 : E 5 : 
* Ss होना चाहिए, अतः ms 1114285 
6 : 6 
ज का अंत 2 से होना चाहिए, अतः च .857142 
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4. स्वतंत्र विधि--प्रश्‍नगत भिन्न का तुल्य दशमलव भिन्न निकालने के 
लिए ऐसी कोई भी पहले से तैयार तालिका की आवश्यकता नहीं पड़ती और 
इसकी सारी प्रक्रिया मूलभूत भिन्न को तुल्य दशमलव में बदलने की प्रक्रिया 
के बिलकुल समान हे । इसमें लेशमात्र भी अंतर नहीं है। यथा : 

3 21 


| 7 49 

| यहाँ हर के उपांतिम अंक का एकाधिक 5 है। अब हमें 21 में 5 से 

| लगातार भाग देते जाना है, जैसे कि आवर्ती दशमलव भिन्न ज्ञात करने की 
भाग विधि में होता है। 


3 
TUNE 145542:,8.15. 70. ] MM 
= . 428571 
21 


गुणन विधि द्वारा भी न का आवर्ती दशमलव मान निकाल सकते हैं। 
| यहाँ हर के उपांतिम अंक का एकाधिक 5 है। अब आवर्ती दशमलव के अंतिम 
अंक | में 5 का गुणा करेंगे तथा 2 जोड़ने पर अंत से दूसरा अंक 7 प्राप्त 
होता है। 


21 
27 pes eda 20075 NT! 
49 


= . 428571 


| 7 में 5 से गुणा करने पर 35, जिसके इकाई के अंक को अंत से तीसरे 
स्थान पर रखेंगे, 3 का हासिल लेंगे। 5 में 5 का गुणा करेंगे तो 25 मिलता 
है, जिसमें 3 हासिल जोड़ने पर 28 प्राप्त होता है। इकाई के अंक को अंत 
से चौथे स्थान पर रखेंगे। चूँकि 28. हर-अंश के समान है। अतः आगे के | 
अंक 9 के पूरकों द्वारा लिख दिए जाएँगे। 
21 à 
| = AIST 
| 49 
| अभीष्ट उत्तर .428571 होगा। 
पहली प्रकार की सहायक भिन्न के अलावा दूसरी प्रकार की सहायक 
भिन्न का प्रयोग भी साधारण भिन्नों को आवर्ती दाशमिक भिन्नों में परिवर्तित | 
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करने के लिए किया जा सकता है; जैसे कि सहायक भिन्नों के अध्याय में 
वर्णन किया जा चुका है। 

इसी प्रकार इन सहायक भिन्नों के अलावा प्रथम और द्वितीय प्रकार की 
व्यापक सहायक भिन्नों का उपयोग भी साधारण भिन्नों को आवर्ती दाशमिक 
भिन्नो में परिवर्तित करने के लिए किया जा सकता है। 


V. अवशेष तथा भजनफल के संबंध में अन्य महत्त्वपूर्ण सिद्धांत तथा 
लक्षण एवं उपलक्षण | 
(1) भाजन क्रिया में ज्यों ही हमें हर-अंश के बराबर अवशेष मिलता 
है, शेष अवशेषों को प्राप्त अवशेषों से, भाजक के पूरक अंक 

ज्ञात कर लिख सकते हैं। 

(2) इस स्थिति में भजनफल के अंक शेष भजनफल के अंकों के 9 
के पूरक होंगे। 

(3) यदि हम किसी भी अवशेष को लें और उससे चरमांक का गुणा 
करें तब गुणनफल का अंतिम अंक उस पैड़ी का भजनफल अंक 
होता है। 
यहाँ लगनेवाला सूत्र है 'शेषाणि अंकेन चरमेण।' 


l 
उदाहरणार्थ n के प्रकरण में 


10, 15, 14, 4, 6, 9, 5, 16, 7, 2, 3, 13, 11, 8, 12 तथा I 
अवशेष हें । 
यहाँ चरमांक 7 है, जिससे अवशेषों को गुणा करने पर क्रमशः 
70, 105, 98, 28, 42, 63, 35, 112, 49, 14, 21, 91, 77, 56, 
84 एवं 7 मिलते हैं। केवल अंतिम अंक लेने पर हमें 

] 
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(4) अवशेषों की गुणोत्तर श्रेणीवाली लाक्षणिकता से हमें प्रत्येक अवशेष | 
का आंतरिक संबंध समझ में आता है। इस तरह एक ही अवशेष | 
के ज्ञात होने पर सारे अवशेष ज्ञात हो जाते हें । 


= .05882352941 17647 


1 
@ m के प्रकरण में पहला अवशेष 3 है, हम किसी भी अवशेष 
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(i) 


(111) 


| (४) 


का 3 से गुणा कर उसमें से 7 या उसके गुणज घटाकर तत्काल 
ही अगला अवशेष बता सकते हैं। 
इस प्रकरण में, द्वितीय अवशेष 3x3-722 
तृतीय अवशेष 3x2-6 
चौथा अवशेष 3x6-7x2-4 
पाँचवा अवशेष 3 ५ 4 - 7 =5 
छठवाँ अवशेष 3x5-7x2 =I 
यह अंतिम अवशेष है, क्योंकि इसी से प्रारंभ था। इन अवशेषो 
3, 2, 6, 4, 5, तथा | को चरमांक 7 द्वारा गुणा करने पर भजनफल 
अंक (ऊपर बताई विधि द्वारा) प्राप्त हो जाते हैं, जो इस प्रकार 
हैं 1, 4, 2, 8, 5 तथा 7. 
इतना ही नहीं, बजाय प्रथम अवशेष 3 को हम अपना गुणोत्तर 
अनुपात मानें, हम दूसरे अवशेष 2 को गुणोत्तर अनुपात मान सकते 
हैं, किंतु इतना याद रखना होगा कि अब इन अवशेषों को दो के 
जोड़े में लेकर 2 से गुणा करने के बाद फिर उन्हें अलग अंकों 
के रूप में देखना पड़ेगा। यथा : 
32 प्रथम दो अवशेषों का जोड़ा है, इसमें 2 से गुणा करने पर 
64 के रूप में अगले दो अवशेषों का जोड़ा प्राप्त होता है। इस 
प्रकार 6 तृतीय अवशेष तथा 4 चौथा अवशेष है। 64 में 2 से 
गुणा करने पर 128 अगले दो अवशेषों का जोड़ा है। इस प्रकार 
12-7 = 5 पाँचवाँ अवशेष तथा 8 - = | छठवाँ अवशेष È | 
अब इन छः अवशेषों 3, 2, 6, 4, 5, और । को चरमांक 7 से 
गुणा करने पर तुल्य आवर्ती दशमलव (पूर्व विधि के द्वारा) मिल 
जाता है। 


l : : 
Te 01142859, 
7 


पहले तीन अवशेष समूह में तीसरे अवशेष z का गुणा करके 
अगले तीन अवशेषों को प्राप्त कर सकते हैं। 

पहले चार अवशेष समूह में चौथे अवशेष 4 का गुणा करके अगले 
चार अवशेषों को प्राप्त कर सकते हैं और देखते हैं कि छठवें 
अवशेष के बाद अंकों की आवृत्ति प्रारंभ हो रही है। 
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(५) पहले पाँच अवशेष समूह में पाँचबें अवशेष 5 का गुणा करके 
अगले पाँच अवशेषों को प्राप्त कर सकते हैं। छठवें अवशेष के 
बाद अवशेषों की आवृत्ति देखेंगे । 

(५) पहले छः अवशेष समूह में छठवें अवशेष 1 का गुणा करके 
अगले अवशेषों को प्राप्त कर सकते हैं। जो पहले छः अवशेषों 
की पुनरावृत्ति होगी। 


] में Ud 
(ना के प्रकरण में प्रथम चार अवशेष हें 10, 15, 14 तथा 4 


और 4 एक सरल गुणक है। अत: अन्य अवशेषों को प्राप्त करने 
हेतु इस सरल गुणक 4 का उपयोग किया जा सकता है। इस चार 
अवशेष समूह को 4 से गुणा करके तथा आवश्यकतानुसार 17 या 
17 का गुणक घटाकर अन्य अवशेष प्राप्त कर सकते हैं। 

110) 92 ८) - ॥॥ X ८६७७ 

IS A = ॥॥ s S e) 

l14x4-17x3-25 

4%x4= 16 
अतः अवशेष श्रेणी 10, 15, 14, 4. 6, 9, 5, 16, 
चूँकि हर ~ अंश = 16, अतः 16 अवशेष मिलने के कारण आगे 
के अवशेष 17 के पूरक नियम से लिख सकेंगे; जो इस प्रकार 
छपी 2 7525 3, TE 1 TERI 
सभी अवशेषों को चरमांक 7 से गुणा करके उनके अंतिम अंक 
लिखने पर 

] 


क = .05882352/94117647 


(6) एक और विधि, जिसमें अवशेषों के गुणोत्तर श्रेणी के संबंध का 
उपयोग कर सरल तरीके से अवशेष प्राप्त किए जा सकते हें । इस 
विधि में ज्यों ही हमें एक अवशेष तथा दूसरे अवशेष के बीच 
एक सरल अनुपात मिल जाए त्यों ही उसे सार्व अनुपात मानकर 
सारा काम कर सकते हैं। l 


] | 


35 के उदाहरण में 10 तथा 5 पहले दो अवशेष हैं, जिनमें 5, 
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10 का आधा G1 % को सार्व अनुपात लेते हुए तीसरा अवशेष 
दूसर अवशष 5 का आधा होगा। चूंकि 5, 2, से पूर्णत: विभाज्य 
नहा हे, अतः 5 में 19 जोड़कर आधा करेंगे। अत: तीसरा अवशेष 
12 प्राप्त होता है। तीसरे अवशेष 12 में % का गुणा करने पर चौथा 
अवशेष 6 प्राप्त होता है। चौथे अवशेष 6 में % का गुणा करने 
पर पाचवा अवशेष 3 प्राप्त होता है। पाँचवें अवशेष 3 के 2 से 
अविभाज्य होने के कारण 3 में 19 जोड़कर आधा करने पर छठवाँ 
अवशेष 11 आता है। छठवें अवशेष 11 के 2 से अविभाज्य होने 
के कारण 11 में 19 जोड़कर आधा करने पर सातवाँ अवशेष 15 
आता है। इसी प्रकार आठवाँ अवशेष 

15 + 19 ४ sa ENS 
— —— = prd अवशेष 


p = 18, प्राप्त होता हे । 


- 18 = हर-अंश। अत: यहाँ रुककर शेष अवशेष भाजक के 
पूरक नियम से लिख सकते हैं । इस प्रकार के अवशेष इस प्रकार 
हैं 10, 512 & 3 IS T g 

9, 14; 7, 13% 16 22. 2. ॥. 
किसी भी EY के अनुपात का उपयोग कर उसका उपयोग किया 
जा सकता ÈI 
अवशेषों में चरमांक का गुणा-कर उनके इकाई के अंकों को ग्रहण 
कर भजनफल अंक लिख दिए जाएँगे। 


l : 
ES = .052631578/947368421 


शा. साधारण भिन्न के तुल्य आवर्ती दशमलव भिन्न में दशमलव 
स्थानों की संख्या 


l. 


जैसे ही हम भाग देते हुए आरंभिक संख्या को अवशेष के 
में प्राप्त करते हैं हमारी दाशमलविक गणना का कार्य समाप्त हो 
जाता है और कुल दशमलव स्थान पहले से ही मालूम हो जाते 
हैं। 

जैसे ही हम अंश तथा हर के अंतरवाली संख्या पर पहुँचते हैं, 
हमें मालूम हो जाता है कि हमारा आधा काम हो गया है। 
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जैसे ही हम मौखिक गणना में एक लघु तथा सुविधाजनक अवशेष 
पर पहुँचते हैं, हमें यह मालूम हो जाता है कि कितनी और पैड़ियाँ 


अभी शेष हैं। 
E के उदाहरण में हम देखते हैं कि प्रथम चार पैड़ियों के बाद 
] 


0588 भजनफल के चार अंक तथा अवशेष 4 मिलता है। अब 
इन चार अंकों का 4 से गुणा करने पर 2352 भजनफल के दूसरे 
चार अंक मिल जाते हैं तथा अवशेष 4 x 4 = 16 प्राप्त होता है । 
चूँकि 16, हर (17) तथा अंश (1) के अंतर के समान है, अत: 
यहाँ पर हमारा आधा कार्य पूर्ण हो जाता है। अत: गणना रोक 
देंगे तथा आगे के 8 अंक 9 के पूरक नियम से लिख दिए जाएँगे। 
यहाँ कुल दशमलव स्थानों की संख्या 16 है। 


कुछ विशिष्ट बातें : 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


(क) 


उन fud में जिनमें 'हर' रूढ़ संख्या होती है, अधिकतम 
दशमलव अंकों की संख्या हर से 1 कम होती है। 
साधारणतया उनकी संख्या हर से 1 कम या (हर-1) के किसी 
अवगुणज के समान ही होती है। 
साधारणतः 9 के पूरक वाला नियम उनपर लागू होता है। 
उन भिन्नों में जिनमें कि हर रूढ संख्याओं का गुणनफल हे, 
दशमलव अंकों की संख्या अलग-अलग परिस्थितियों पर निर्भर 
करती है; जैसे कि, 
उस प्रत्येक प्रश्‍न में जिनमें कि पूरक अर्द्धांश मिलते हैं, दाहिने 
पक्ष का अंश 3, 9 आदि से पूरी तरह विभाजित होता है तथा ऐसे 
प्रश्नों में ऐसे हर को ऐसे गुणनखंडों द्वारा गुणा करने से दशमलव 
अंकों को संख्या में कोई अंतर नहीं पड्ता। परिणामस्वरूप 

] ] 0.142857 


Pe जन क 2 ६1/10/0115 878 
COR) 9 


:. 142857 


Il 


143 x 999 (एक न्यून सूत्र से) 
33 ५ 11 x 13 > 37 
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इसका अर्थ हुआ कि अंश 11, 13, 3, 9, 27, 37. 33 99, 117 
297, 351 तथा 999 द्वारा पूर्णत: विभाजित होता है। इसलिए हर 
(7) के साथ इनमें से किसी भी संख्या के गुणा करने पर दशमलव 
अंकों को संख्या में कोई अंतर नहीं पड़ता। 


076923 
(ख) — = 55७ ५-8 EM 
| क्र Mage 3 025641 
| | 


यहाँ यद्यपि पूरक अर्द्धाश नहीं है, फिर भी -- का तुल्य 
13 


2 OS SE 


आवर्ती दशमलव भिन्न 3 से विभाज्य है 


अतः के तुल्य आवर्ती दशमलव भिन्न में उतने ही दशमलव 


D ` जितने | ^ 
| अंक हैं जितने कि E के तुल्य आवर्ती दशमलव भिन्न i 


(ग) उन भिन्नों में, जिनमें हर अभाज्य संख्याओं का गुणनफल है, EX 
| आवर्त दशमलव अंकों की संख्या हर के सापेक्ष उससे छोटी रूढ़ 
संख्याओं की गिनती के समान या उसके किसी गुणज के बराबर | 


| 
होती है। यथा F के प्रकरण में, 49 से छोटी 49 के सापेक्ष 


i 
| 
Tg संख्याओं की गिनती = 42 (अर्थात्‌ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, | 


10, 11, 12, 13, 15, 16, 16 18: 19; 20 22.528 2:00 590208 | 
27, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 43, 44, i 
45, 46, 47, 48) | 


l E 2 up 
वास्तव में _ के प्रकरण में आवर्ती दशमलव अंकों को संख्या 
49 
42 ही है। 


| शा. बड़े हर वाली मूल fre : 
जैसे-जैसे 'हर' बड़ा होता जाता है, हम देखते हैं कि यद्यपि दशमलव 

| का अंतिम अंक 1, 3, 7, या 9 से अधिक कुछ भी नहीं हो सकता तथापि 
एकाधिक पूर्व तो बड़ा होता जाता है; जिससे गुणा, भाग करना पड़ता है, जो 

निःसंदेह सरल प्रक्रिया तो नहीं है। 
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में E I 
अवशेष हमारी इस समस्या के समाधान में सहायता करते हैं। हम — 


23 
का दृष्टांत लेते हैं। यहाँ अंतिम दशमलव अंक 3 है एकाधिक 7। 
सतत गुणन द्वारा 


| 3 : 
"ळा: CE =. 0434782608,639,536,5125127639213 
23 69 
सतत भाजन द्वारा 
] 3 ; 
220705590 0124 7/8,2600,8c6/95652173913 
23 69 


पहली तालिका में अंतिम दो अंकों 13 से पहले अगला जोड़ा 39 ठीक 
दाहिने जोड़े का तीन गुना है और हम इसका लाभ उठा सकते हैं। 

इस तरह 39 से 117 मिलता है, जिसमें से बाएँ तरफ 17 लिखकर 1 
को जोड़ने के लिए रख लेते हैं, 17 से 51 मिलता है, 51 + 1 = 52 को 
बाएँ तरफ लिखकर 52 से 156 मिलता है, जिससे 56 लिखकर 1 फिर रख 
लेते हैं, अब 56 से 168 + 1 = 169, जिसमें से 69 लिखकर 1 फिर रख 
लेते हैं, इत्यादि। 


l 3 


— = —- = (043478260869, 56, 52, 17, 39, 13 
23 69 


हम चाहें तो बाएँ से दाएँ भी सरलतापूर्वक जा सकते हैं। 1 में 23 का 
सीधा भाग देने पर पहले दो अंकों के बाद अवशेष 8 बचता है, इसका उपयोग 
कर हम सरलतापूर्वक आगे बढ़ सकते हैं। 


७ 39, 32, त्रा एक 64 जात 


न्न e Qu. XL EE 28 09७9 GO SS 


3 का बाई ओर और 8 का दाहिनी ओर यह गुणा करना अपेक्षाकृत बहुत 
सरल I 
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| यहाँ भजनफल के प्रथम दो अंक .04 तथा अवशेषों का अनुपात 8 है, 
04 x 8 = 32 किंतु दाहिनी ओर से जोड़ने के लिए 2 आएगा, अत: 34 
लिखेंगे। 34 x 8 = 272 प्राप्त होता है, जिसमें जोड़ने के लिए दाहिनी ओर 
से 6 आएगा जिसे 272 में जोड्ने के बाद 278 आता है जिसका बायाँ अंक 
हम पहले जोड़ चुके हैं, अतएव 78 बचा। अब 78 को 8 से गुणा करेंगे 
जिससे 624 मिलता है तथा दाहिनी ओर से जोड़ने के लिए 2 आता है, जिसे 
जोड़कर 626 मिलता È I 626 के बाएँ अंक 6 को पहले जोड़ चुके हैं । अत 
26 बचता है। इसी क्रम में आगे बढ़ते हुए 11 जोड़े अर्थात्‌ 22 अंक प्राप्त 
करते हैं जिनके बाद अंकों को आवृत्ति होती है। यहाँ 11 अंकों के बाद 9 | 
का पूरक नियम लागू होता है। | 
अब हम ल को लेते हैं। | 
इसके तुल्य दशमलव का अंतिम अंक 9 होगा तथा एकाधिक 28 जोकि 
लगभग मूल हर के बराबर ही बड़ा है, अतः हमें छानबीन कर उपयुक्त छोटा 
सहायक अवशेष A है। 1 में 31 का भाग देने पर क्रमश: प्राप्त अवशेषों । 
| की तालिका इस प्रकार है 10, 7, 8, 18, 25 तथा 2; जिसमें 2 बहुत 
उपयुक्त है। 
31 से 1 को भाग देने पर प्रथम छः भजनफल अंक .032258 हैं। 2 
] 


K » NET. 1 f 
सार्व अनुपात की सहायता से आगे बढ़ने पर = 1032258, 064516, | 
129037 ............. हम देखते कि 15 अंकों के बाद अंकों की आवृत्ति प्रारंभ... | 
हो जाती है । | 

] 
अतः .0322580645 16129 


नोट : इस मूल भिन्न को सरल करने के लिए द्वितीय प्रकार की 7 
भिन्न बहुत उपयोगी है। 


| 0 Lo E 
— की द्वितीय प्रकार को सहायक भिन्न 35 अर्थात्‌ à और 
31 

विचलन । है। 


l 
अत: E = ,100302122508101614051 10601220900 ८२९८८ 
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शा. एक न्यून सूत्र : इस सूत्र के शब्द हैं 'एकन्यूनेन पूर्वेण'। यह वास्तव 
में उन संख्याओं के गुणन में प्रयुक्त होता है, जिनके गुणक में सभी अंक 
9 होते हैं। इसके तीन प्रकार हैं 
(6) प्रथम प्रकार : जब गुण्य के अंक गुणक के अंकों की संख्या 
के समान होते हें । इस स्थिति में गुणनफल का आधा बायाँ भाग 
गुण्य से हमेशा एक अंक कम रहता है और दाहिना बाएँ के 9 
के पूरक नियम से लिखा जाता है। यहाँ 'पूर्व' से तात्पर्य ' गुण्य 
से है तथा 'अपर' से तात्पर्य 'गुणक' से है। 
गुण्य गुणक गुणनफल 


9879 x 9999 = 9878/0121 
715 x 999 = 774/225 


(i) द्वितीय प्रकार : जब गुण्य के अंक गुणन के अंकों से संख्या के 
कम होते हैं, तब यह काम में आता है। इस स्थिति में गुण्य के 
अंकों की संख्या गुणक के अंकों की संख्या के समान करने के 
लिए गुण्य में बाई ओर आवश्यकतानुसार शून्य बढ़ा दिए जाते हैं 
तथा पहले को तरह कार्य करके बाई ओर के शून्यों को छोड़ दिया 
जाता है। यथा : 


गुण्य ५ गुणक गुणनफल 
7x99 = 07 x99 = 06/93 
195 x 9999 = 0195 x 9999 = 0194/9805 


(ii) तृतीय प्रकार : जब गुण्य के अंक गुणक के अंकों से संख्या में 
अधिक होते हैं, तब यह स्थिति बनती है। इस स्थिति में गुण्य 
के बाएँ से प्रथम अंक में तथा गुणनफल के बाएँ हिस्से में गुण्य 

. के प्रथम अंक से | अधिक (एकाधिक) का अंतर रहता है । इसमें 
निम्नलिखित विधि लागू होती है। गुण्य को खड़ी रेखा से इस तरह 
दो भागों में बाँटते हैं कि दाहिने हिस्से में उतने ही अंक आ जाएँ 

जितने गुणक में हैं और गुण्य में से बाएँ हिस्से की एकाधिक | 
संख्या को घटा देते हैं, इससे हमें गुणनफल का बायाँ हिस्सा मिल 
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जाता है। दूसरे शब्दों में, एक न्यून संख्या लेकर उसमें से बाएँ 
हिस्से की संख्या को घटा देते हैं | गुण्य के दाहिने हिस्से की संख्या 
को निखिलं नियम के द्वारा घटाएँगे; इससे गुणनफल का दाहिना 
हिस्सा मिल जाएगा। 


यथा 11119 x 99 = 111/19 x 99 
(11119 - 112)(100 - 19) 
= 11007/81 (निखिलं सूत्र) 


IX. आवर्ती दशमलव संख्याओं को साधारण भिन्न में बदलना : 
आवर्ती दशमलव भिन्नों को qeu साधारण भिन्न में बदलने के, लिए 
| आवृत्ति बिंदुओं को हटाकर हर की जगह दशमलव अंकों को संख्या के बराबर 
9 अंक लिखने से बनी संख्या लिख देते हैं तथा पूरक अर्द्धांशवाले प्रश्नों में 
एक न्यून सूत्र का उपयोग करते हैं। यथा : 
076923 
999999 
NIS एकन्यून सूत्र से 
999999 
TI 


1001 


076923 = 


076 
999 
76 


^ 999 


X. मूल भिन्न के तुल्य आवर्ती दशमलव संख्याओं को पुनः मूल भिन्न 


में बदलना Reno 

à सभी आवर्ती दशमलव जिनके सभी अंक 9 ह तथ्यतः: 1 के बराबर 

€ (.9 = 1) और दिए हुए दशमलव को ऐसे गुणक से गुणा किया जाए कि 

| गुणनफल में सभी अंक 9 हों तब हमारी इच्छित प्रक्रिया स्वतः RI हो जाती 


il 


.076 = 
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यथा .076923 x 13 = .999999 
| 
E 
0.076923 के प्रकरण में अंतिम अंक 9 प्राप्त करने के लिए 3 से गुणा 
करना पड़ेगा तथा गुणनफल होगा 230769 | अब उपांतिम अंक को भी 9 करने 
के लिए उसमें 3 जोड़ना पड़ेगा। यह लाने के लिए गुण्य में अब । का गुणा 
करना होगा। अब जोड़ने के बाद हम देखते हैं कि सारे अंक 9 प्राप्त होते हैं। 
.076923 
x 13 


230769 
076923 


.999999 = | 


=> .076923 - 


XI. अवशेषों के संबंध में कुछ महत्त्वपूर्ण बातें-- नवांतक हर वाली मूल 
भिन्नों के प्रकरण में अवशेषों के लिए निम्नलिखित बातें ध्यान रखने योग्य 
| हैं। 

(1) प्रत्येक स्थिति में हम 1 (अंश) से प्रारंभ करते हैं। जैसे कि वह 
गर्भस्थ अवशेष हो। । 

(2) प्रत्येक स्थिति में प्रथम वास्तविक अवशेष 10 है। 

(3) अतः इनके क्रमिक अवशेषां को हम हर के मापांक पर सूत्र- 
अवशेष + क x अनुगामी अवशेष=अनुगामी का अनुगामी अवशेष 
द्वारा लिख सकते हैं, जहाँ कि क = 9 ~ उपांतिम अंक। 'अ' तथा 
'ब' दो क्रमिक अवशेष हैं तो अगला अवशेष = अ + क ब। | 


l £ में उपांतिम . D 
d प्रकरण में, हर का उपांतिम अंक 3, अंतिम अंक 9 से | 


6 कम है, इसलिए अवशेषों का सामान्य रूप अ + 6 ब होगा। अतः | 
प्राप्त अवशेष क्रमशः 1, 10, 61 (अर्थात्‌ 22), 142 (अर्थात्‌ 25), 
172 (अर्थात्‌ 16), 121 (अर्थात्‌ 4) और वास्तव में है भी ऐसा। 
(4) प्रत्येक अवशेष का 10 गुना हर के मापांक पर अनुगामी अवशेष 
के बराबर होगा। 
(5) प्रत्येक अवशेष हर के मापांक पर अगले अवशेष का एकाधिक 
पूर्व गुना होता ii 
a 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


अध्याय 12 


विभाजनीयता तथा सरल आश्लेषक 


1. आए्लेषक-- 
'इलेष' शब्द का अर्थ है 'चिपका हुआ'। 'आश्लेषक' का अर्थ है 
“चिपकानेवाला । | 
जब हम किसी संख्या द्वारा दूसरी संख्या का विभाजनीयता परीक्षण करते | 
हैं तब इस प्रक्रिया में आश्लेषक से तात्पर्य एक ऐसी संख्या है जो भाजक संख्या | 
से जुड़ी होती है तथा जिससे विभाज्य संख्या पर क्रिया विशेष के संपन्न करने 
के बाद प्राप्त संख्या भी भाजक से विभाज्य मिलती है। इस क्रिया को आश्लेषण 
क्रिया कहते हैं तथा आश्लेषक इस क्रिया के बाद प्राप्त प्रत्येक संख्या के साथ | 
भाजक को चिपकाने का कार्य करता है। यहाँ ' वेष्टनम्‌' उपसूत्र का प्रयोग होता | 
है। | 
आश्लेषक दो प्रकार के होते हैं-- 
(1) धनात्मक आश्लेषक, (2) ऋणात्मक आश्लेषक। 
(1) धनात्मक आश्लेषक-किसी संख्या, जिसमें इकाई 3 अंक 2 या 
5 से विभाज्य नहीं है, को अन्य संख्या से गुणा करके इकाई के अंक को 9 
बनाकर हटा देने के बाद प्राप्त संख्या का एकाधिक पूर्व धनात्मक आश्लेषक 
कके रूप में कार्य करता है, जोकि हमारा परिचित 'एकाधिक पूर्व ' ही है। 
दी हुई विभाज्य संख्या के इकाई के अंक को भाजक के आश्लेषक से गुणा 
करके उसे संख्या के इकाई के अंक के पूर्ववर्ती अंकों से बनी संख्या में जोड़ने 
पर दिए गए भाजक से विभाज्य संख्या प्राप्त होगी। इसे आश्लेषण क्रिया कहते 
हैं। 7 का परीक्षण पटल तैयार करने हेतु सर्वप्रथम 7 का आश्लेषक ज्ञात करते 
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ज्ञात करते हैं। 7 में 7 का गुणा करने पर प्राप्त 49 का एकाधिक पूर्व 5 हे 
जोकि 7 का धनात्मक आश्लेषक होगा। 
14 का 5 से सतत आश्लेषण करने पर 
5 32८ 4 ॥ OI), 
5x14227 (ज्ञात भाज्य) 
21 के 5 से आश्लेषण करने पर 
5x14227 (ज्ञात भाज्य) 
28 का 5 से सतत आश्लेषण करने पर 
5 x 8+2= 42, 
5 ५ 2 + 4 = 14 (ज्ञात भाज्य) 
35 का 5 से आश्लेषण करने पर 
5 ५ 5 + 3 = 28 (ज्ञात भाज्य) 
42 का 5 से आश्लेषण करने पर 
5x244214 (ज्ञात भाज्य) 
49 का 5 से आश्लेषण करने पर 
5 ५ 9 + 4 = 49 (पुनरावृत्ति) .. विभाजनीय 
एकाधिक पूर्व के नियम-- 


(00) 9, ॥७ 20 क. आदि (9 से अंत होनेवाली संख्याएँ) के 
एकाधिक पूर्व क्रमश: 1, 2, 3, 4............... आदि हैं। 

(2) BBP SE आदि (3 से अंत होनेवाली संख्याएँ) को 
3 से गुणा कर 1, 4, 7, 10............... आदि एकाधिक पूर्व मिलते 
हैं। 

(89) Do 19 DIS आदि (7 से अंत होनेवाली संख्याएँ) को 
7 से गुणा कर 5, 12, 19, 26,............... आदि एकाधिक पूर्व मिलते 
हैं । 

द) TT 2l, Si आदि (1 से अंत होनेवाली संख्याएँ) को 
9 से गुणा कर 1, 10, 19, 28............. आदि एकाधिक पूर्व मिलते 
हैं। 


स्वयं का एकाधिक से आश्लेषण : किसी भी संख्या का उसी के 


एकाधिक से आश्लेषण करने पर वही संख्या अथवा उसका गुणज मिलता है। 
यथा : 


7 का स्वयं के एकाधिक 5 से आश्लेषण करने पर 5 > 7 = 35 
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11 का स्वयं के एकाधिक 10 से आश्लेषण करने पर 10 % । + | = 11 | 


7 (वही 11) 
13 का स्वयं के एकाधिक 4 से आश्लेषण करने पर 4 ५ 3 + | = 13 
(वही 13) 


| 
| 
17 का स्वयं के एकाधिक 12 से आश्लेषण करने पर 12 % 7 + | = 85 | 
(17 का गुणज) | 
बड़ी संख्याओं के आश्लेषण की कार्यविधि : माना कि हम बिना भाग | 
दिए पता करना चाहते हैं कि 2793, 19 से विभाज्य है या नहीं। 
19 का एकाधिक पूर्व 2 हैं। आश्लेषण क्रिया इस प्रकार होगी-- 
(1) 2793 के अंतिम अंक 3 को 2 से आश्लेषण (या गुणा) कर मिले 
फल 6 को पिछले अंक 9 में जोड़ने पर प्राप्त योगफल 15 को इसके 
नीचे लिखते हैं। 


15 
(2) इस 15 का 2 से आश्लेषण कर मिले फल DD में 7 जोड़कर प्राप्त 
योगफल 18 को IG अंक 7 के नीचे लिखेंगे। 
2 FE) 2 
18 
(3) अब हम 18 को 2 से आश्लेषण करते हैं तथा मिले फल 17 में बायाँ 
_ अंक 2 जोड़कर योगफल 19 को बाएँ अंक 2 के नीचे लिखेंगे। 
2$ 3 
19 
19 आश्लेषण क्रिया के बाद प्राप्त अंतिम संख्या है जो कि 19 से विभाज्य 
है। अत: 2793 भी 19 से विभाज्य है। 
| हमारा कार्यपटल इस प्रकार होगा : 
| भाजके 105 E. 9 3 


| आश्लेषक 19 19 i 
2 


अथवा E इसी परिणाम पर अन्य विधि द्वारा भी पहुँच सकते हैं; किंतु 


इतनी अच्छी प्रकार नहीं। 
2 द्वारा 2793 को सतत आश्लेषित करने पर 2793 -> 285 > 38 > 


19 अत: 2793, 19 से विभाज्य है। 
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(2) ऋणात्मक आएलेषक : 
किसी संख्या, जिसके इकाई के अंक 2 या 5 से विभाज्य नहीं हैं, को 
अन्य संख्या से गुणा करके इकाई के अंक को । बनाकर हटा देने के बाद 
प्राप्त संख्या ऋण चिह्न के साथ ऋणात्मक आश्लेषक कहलाती हे 
दी हुई विभाज्य संख्या के इकाई के अंक को भाजक के आश्लेषक 
(धनात्मक या ऋणात्मक) से गुणा करके उसे संख्या के इकाई के पूर्ववर्ती अंकों 
से बनी संख्या में जोड़ने पर दिए गए भाजक से विभाज्य संख्या प्राप्त होती है। 
उदाहरणार्थ : 7 का परीक्षणपटल तैयार करने हेतु सर्वप्रथम ऋणात्मक 
आश्लेषक ज्ञात करते हैं। 7 में 3 का गुणा करने पर 21 प्राप्त होता है, जिसका 
इकाई का अंक | है। | को हटा देने पर 2 प्राप्त होता हे, अतः ऋणात्मक 
आश्लेषक (-2) 
14 को (-2) से आश्लेषित करने पर (-2) x 4 
21 को (-2) से आश्लेषित करने पर (-2) x । 
28 को (-2) से आश्लेषित करने पर (-2) x 8 
35 को से आश्लेषित करने पर (-2) x 5 


= -7 
= 0 

-14 
= -7 


+ + + + 
Ww N — 
I 


42 को (-2) से Fd करने पर (-2)x2244-20 इत्यादि। 

ऋणात्मक आएलेषक प्राप्त करने हेतु सहायक संकेत : 

(5) ~ ‘is TUS शी तात ............. आदि (1 से अंत होनेवाली 
संख्याएँ) के ऋणात्मक आश्लेषक क्रमश: 0, -1, -2, -3, -4,--- = 

EEG i s. आदि हैं। 

(1088589929983 A3 8. आदि (3 से अंत होनेवाली संख्याएँ) 
को 7 से गुणा कर 2, 59 -16, २23, का आदि 
ऋणात्मक आश्लेषक मिलते हैं। 

(शि Do D o 4... आदि (7 से अंत होनेवाली संख्याएँ) 
को 3 से गुणा कर -2, -5, -8, -11, -14...............- आदि 
ऋणात्मक आश्लेषक मिलते हें । 

(Ro) 8L 1७ 29 SL AGLI 0... आदि (9 से अंत होनेवाली संख्याएँ) 
को 9 से गुणा कर -8, -17, -26, -35, -44,...... आदि 


ऋणात्मक आश्लेषक मिलते हैं। 
ऋणात्मक तथा धनात्मक आएलेषक का संबंध : यदि भाजक 'भ' के 
ऋणात्मक आश्लेषक को 'क्र' तथा धनात्मक आश्लेषक को 'ध' से निरूपित 
करें- 
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(i) दोनों का संख्यात्मक योग 'u होगा। उदाहरण के लिए 7 का 
धनात्मक आश्लेषक 5 तथा 7 का ऋणात्मक आश्‍लेषक -2 
I51-*1-21254227 


(1) यदि भाजक का अंतिम अंक 3 हे तब | ध ।<।ऋ। 
(ii) यदि भाजक का अंतिम अंक 7 है तब [क्र | < | ध | 


ऋणात्मक आश्लेषक की सहायता से विभाज्यता का परीक्षण : 

(i) माना हम बिना भाग दिए पता करना चाहते हैं कि 2793. 21 से 
विभाज्य है या नहीं? हमारा कार्यपटल इस प्रकार होगा : 
भाजक 27? १०7) 

'त्र' आश्लेषक 0 ir 
-2 


आश्लेषण के बाद अंतिम संख्या 0 प्राप्त होती है जो 21 से विभाज्य 

है। अतः 2793, 21 से विभाज्य है। सतत आश्‍लेषण द्वारा 2793 

> 273 ~> 21 — 0 अतः विभाज्य है। 
(ii) अन्य उदाहरण लें जिसमें हम 51 द्वारा 437321 की विभाज्यता का | 

परीक्षण करना चाहते हैं। 


भाजक. 51? 4 4 त 
“ऋ' आश्लेषक 5 163 -32 18 -3 
-5 
आश्लेषण के बाद अंतिम संख्या 5 है, जो 51 से अविभाज्य है। । 


अत: 437321, 51 से अविभाज्य है। सतत आश्लेषण द्वारा 
43732] 43727 — 4337 398 5-1 
अत: अविभाज्य है। 


IL सामूहिक आश्लेषक 

अब तक हमने सरल भाजकों का विचार किया, जिसके कारण आश्लेषक 
भी छोटी संख्या के थे। हमें अब बड़े भाजकों पर विचार करना है। अतः 
आश्लेषकों की स्थिति कया होगी, यह विचारणीय है। वास्तव में बड़े भाजकों 
के प्रकरण में हम भाज्य के अंक समूह के आश्लेषण का सहारा लेंगे; अर्थात्‌ 
प्रति अंक के स्थान पर दो या अधिक अंकों के समूह का आश्लेषण करेंगे। 

इस कार्य हेतु हमें भिन्न प्रकार के आश्लेषकों को आवश्यकता होगी, 
जिनके दो प्रकार होंगे--धनात्मक आश्लेषक तथा ऋणात्मक आश्लेषक। 
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(1) धनात्मक आश्लेषक : जब भाजक को सरल गुणन द्वारा 
mx 10"- 1 के स्वरूप में बदला जाता है तब आश्लेषक +, क्रम ॥ का 
होगा जहाँ m तथा n धनात्मक पूर्ण संख्याएँ हैं। जैसे 157 भाजक के लिए 
7 के गुणन द्वारा गुणनफल 1099 = 11 x 105 ~ 1, अतः आश्लेषक + 1] 
क्रम 2 का होगा। अतः हम लिखेंगे धः = 11. 

142857 भाजक के लिए 7 के गुणन द्वारा 999999 = 10" - । प्राप्त हुआ। 
अतः आश्लेषक + । क्रम 6 का होगा। अतः आश्लेषक ध, = + । होगा] 

(2) ऋणात्मक आएलेषक : जब भाजक को सरल गुणन द्वारा m x 10" 
+ | के स्वरूप में बदला जा सकता है तब आश्लेषक -॥, क्रम n का होगा; 
जहाँ m तथा n धनात्मक पूर्ण संख्याएँ हैं। जैसे 1667 भाजक के लिए 3 के 
गुणन द्वारा गुणनफल 5001 = 5 x 10' + | के बराबर ÈI अत: आश्लेषक 
-5, क्रम तीन का है; अर्थात्‌ ऋ = -5। 

स्वयं का आश्लेषण : मूल संख्या का उसके धनात्मक आश्लेषक से 
आश्लेषण करने पर वही संख्या प्राप्त होती है तथा ऋणात्मक आश्लेषक से 
आइलेषण करने पर शून्य प्राप्त होता है। 

499 के लिए ध, = 5. 

5 से 499 का आश्लेषण करने पर 4 + 5 x 99 = 4 + 495 
499 


1099 के लिए ध, = 11 
11 से 1099 का आश्लेषण करने पर = 10 + 11 x 99 


= 1099 


5001 के लिए ऋ, = -5 
-5 से 5001 का आश्लेषण करने पर = 5 - 5 > 001 
= 0 


D. संकेतों की उपयोगिता तथा महत्त्व : किसी बड़ी संख्या द्वारा अन्य बड़ी 

संख्या को विभाज्यता परीक्षण में संकेतों को उपादेयता महत्त्वपूर्ण है। ये संकेत 

दो बातों पर प्रकाश डालते हैं : | 
(1) प्रत्येक प्रश्‍न में स्वयं आश्लेषक पर, 


` 


(2) प्रत्येक समूह में simi की संख्या पर। 


IV. विभाज्यता परीक्षण : भाजक के किसी गुणन का भाजक के आश्लेषक 
से आश्लेषण करने पर वही भाजक या उसका गुणज प्राप्त होता है। 
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157 का धनात्मक आश्लेषक ध, न] 
11 से 628 का आश्लेषण करने प = 6 + || » 28 


- 314 
र zv» का 

अत: 628, 157 से विभाज्य हे । 

1667 का ऋणात्मक आश्लेषक ऋ = -5 

-5 से 1667 का आश्लेषण करने पर = | - 5 x 667 
| = | - 3335 
| = -3334 
| = -2 x 1667 


संख्या 1667 स्वयं 1667 से विभाज्य है। 
विभाज्यता परीक्षण कार्यविधि : सर्वप्रथम भाजक का सुविधाजनक 
| धनात्मक या ऋणात्मक आश्लेषक क्रम सहित ज्ञात करते हैं। भाजक को दाहिनी 
ओर से क्रम के समान अंकों के समूह में विभाजित करते हैं तथा आश्लेषण 
पहले की तरह किया जाता है। 
उदाहरण : 2533815 को 137 से विभाज्यता परीक्षण करो। 
हल : 137 के अंतिम अंक को 9 बनाने के लिए 
137 को 7 से गुणा करने पर 959 
अब उपांतिम अंक को 9 बनाने के लिए इसमें 4 जोड़ा जाय। अत: 137 
का दुगुना जोड़ना पड़ेगा। | 
137 
27 
५59 
274 
3699 


137 का धनात्मक आश्लेषक ध, = 37 
137 के अंतिम अंक को 1 बनाने के लिए 
137 को 3 से गुणा करने पर 411 
अब उपांतिम अंक को 0 बनाने के लिए इसमें 9 जोड़ा जाय, अत: 137 
| का 7 गुना जोड़ेंगे। 
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10001 


. 137 का ऋणात्मक आश्लेषक ऋ, = -1 
अत: ऋ, से गणना करना सरल होगा। 
ऋ, = -1 से 2533815 को आश्लेषित करने के लिए पहले दाहिनी ओर 


से चार-चार अंकों के समूह बनाएँगे। 


253 3815 
अब -1 से 3815 को गुणा करके 253 में जोड़ेंगे। 
ad: 3815 + 253 = 3562 


= -26 x 137 
अतः 2533815, 137 से विभाज्य है। 


V. आएलेषक द्वारा भाजन क्रिया : 

आश्लेषक की सहायता से हम बाईं ओर से संख्याओं की भाजन क्रिया 
सम्पन्न कर भजनफल तथा शेष ज्ञात कर सकते है। शेष के शून्य बचने को 
स्थिति में दी गई संख्या परीक्षण भाजक से पूर्णत: विभाज्य होती है। भाजन 
क्रिया का आधार ध्वजांक विधि ही होगा। 
भाग क्रिया क्रिया हेतु धनात्मक आश्लेषक का प्रयोग : 

उदाहरण (1) : 19 से 82587 को भाग देने पर प्राप्त भजनफल और शेष 
बताओ। 

हल : 19 का एकाधिक पूर्व = 2 अत: धा = 2 


भजनफल Mu CH 3 4 6 शेष 0746-13 


स्पष्टीकरण: (1) 2 से 8 में भाग दिया। भजनफल 4 पड़ी रेखा के 
नीचे 8 के स्तम्भ में लिखा। शेष 0 पड़ी रेखा के ऊपर अगले अंक 2 से 
पूर्व लिखा। 

(४) अब भजनफल 4 को अगली भाज्य संख्या 02 में जोड़ा। प्राप्त 
02+4 = 6 (शोधित भाज्य) को 2 से भाग दिया। भजनफल 3 को पड़ी रेखा 
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के नीचे 2 के स्तम्भ में लिखा तथा शेष 0 को पड़ी रेखा के ऊपर अगले 
अंक 5 से पूर्ण लिखा। 

(iii) अब भजनफल 3 को अगली भाज्य संख्या 05 में जोडा। प्राप्त 
05+3 = 8 (शोधित भाज्य) को 2 से भाग दिया। भजनफल 4 को पड़ी रेखा 
के नाचे 5 के स्तम्भ में लिखा तथा शेष 0 को पड़ी रेखा के ऊपर अगले 
अंक 8 से पूर्व लिखा। 

(iv) अब भजनफल 4 को अगली भाज्य संख्या 08 में जोडा। प्राप्त 
08+4 - 12 (शोधित भाज्य) को 2 से भाग दिया। भजनफल 6 को पडी 
रखा क नाचे 8 के स्तम्भ में लिखा तथा शेष 0 को पड़ी रेखा के ऊपर अगले 
अंक 7 से पूर्व लिखा। 

(५) अब भजनफल 6 को अगली भाज्य संख्या 07 में जोडा। प्राप्त 
07+6=13 शेषफल होगा। 

अतः 82587 भाजक 19 से पूर्ण विभाज्य नहीं है। भजनफल 4346 
तथा अवशेष 13 ÈI 


उदाहरण (2) : क्या 1279, भाजक 13 से पूर्णत: विभाज्य है यदि नहीं 
तो भजनफल तथा शेष बताओ। 
हल : 13 का एकाधिक पूर्व 13 को 3 से गुणा करने पर 39 द्वारा 
4 मिला। 
1279 3837 


13 39 
39 का आशलेषक ध, = 4 


भजनफल ER 8 शेष 0748 5 15 


अतः 1279, भाजक 13 से पूर्णत: विभाज्य नहीं है। 
837 15 5 

2 = 08 — =B — 

39 39 13 


अत: अभीष्ट भजनफल 98 तथा शेष 5 
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उदाहरण (3) : 12389 में 17 से भाग प्रदान करो। 
हल : 17 का एकाधिक पूर्व 17 को 7 से गुणा करने पर 119 द्वारा 
12 मिलता है। 
12389 86723 
FS Ei io 


119 का आश्लेषक ध, = 12 


EM. 8348-91 


91 


12389 + 17 > 728 
119 


13 
HAS = 
17 


उदाहरण (4): 12389 + 133 को सरल करो। 
हल : 133 का एकाधिक पूर्व 133 को 3 से गुणा करने पर 399 द्वारा 


40 मिला। 
| अतः ध, = 4 
133%3 
= 399 
ध, = 4 
37167 60 
अतः = 93 —— 
399 399 
20 
= — 
133 
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भाग क्रिया में ऋणात्मक आश्लेषक का प्रयोग -- 
उदाहरण (1): 15383 को 51 से भाग दो। 
हल : 51 के लिए ऋणात्मक आश्लेषक ऋ, =5 


EES 1! शेष 33+1=32 


उदाहरण (2): 45883 को 17 से भाग दो। 
हल : 45883 137649 


17 5] 
17 के लिए ऋणात्मक आश्‍लेषक ऋ = 5 


ऋ।चठ 
० ० ७ ३ क 09+9 = 0 
137649 
CO 
51 
45883 
: = 2699 
17 
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वर्गमूल 


1. वर्गमूल निकालने के मूलभूत सिद्धांत -- 


(1) 


(2 


~~ 


(3) 


(4) 


(5) 
(6) 
(7) 


(8 
(9) 


~~ 


दी हुई संख्या के दाएँ से बाएँ दो-दो अंकों के समूह बनाए जाते 
हैं, यदि कोई अंक बच गया तो अकेला ही लिया जाएगा। 
वर्गमूल में अंकों की संख्या दी हुई संख्या के जोड़ों को संख्या 
(अकेले अंक को एक जोड़ा मानकर) के बराबर होती है। 
यदि संख्या में 'स' अंक हैं तो वर्गमूल में 'स' के सम या विषम 


u 
होने कौ स्थिति के अनुसार  — या अंक होंगे। 


शुद्ध दाशमिक संख्याओं के प्रकरण में वर्ग में अंकों को संख्या 
वर्गमूल के अंकों की संख्या की दुगुनी होती है; यथा (12) = 
.0144 

पूर्ण वर्ग का अंतिम अंक 2, 3, 7, तथा 8 नहीं हो सकता। 

1 से अंत होनेवाले पूर्ण वर्ग के वर्गमूल का अंतिम अंक 1 अथवा 
9 होंगे। 

4 से अंत होनेवाले पूर्ण वर्ग के वर्गमूल का अंतिम अंक 2 अथवा 
8 होंगे। 

5 से अंत होनेबाले पूर्ण वर्ग के वर्गमूल का अंतिम अंक 5 होगा। 
6 से अंत होनेवाले पूर्ण वर्ग के वर्गमूल का अंतिम अंक 4 अथवा 
6 होंगे। 
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(10) 9 से अंत होनेवाले पूर्ण वर्ग के वर्गमूल का अंतिम अंक 3 अथवा 
7 होंगे। 
(11) T से अंत होनेवाले पूर्ण वर्ग के वर्गमूल का अंतिम अंक 0 ही 
l 


सीधे वर्गमूल ज्ञात करने की द्वंद्रयोग विधि : वर्गमूल ज्ञात करने की 
वैदिक विधि भाग देने की वैदिक विधि से मिलती-जुलती है। वर्गमूल की 
विधि में भाजक वर्गमूल के प्रथम अंक का दुगुना होता है, यही दोनों विधियों 
H अतर हे 

वर्गमूल पटल में ऊपर की पंक्ति में वह संख्या लिखी जाती है जिसका 
वर्गमूल निकालना है तथा उसे दो-दो के जोड़ों में दाएँ से बाएँ विभाजित कर i 
दिया जाता है | चूँकि वर्गमूल का प्रथम अंक हम मालूम कर सकते हैं, इसलिए | 
रेखा के नीचे (प्रथम अंक के स्तंभ में) उसे लिख देते हें । अब प्रथम अंक 
में से वर्गमूल के प्रथम अंक के वर्ग को घटाने से जो शेषफल प्राप्त होता | 
है उसे अगले अंक का उपसर्ग बना देते हें । चूँकि इस विधि में भाजक वर्गमूल | 
के पहले अंक का दुगुना होता है, अत: वास्तविक भाजक को भी बाई ओर | 
लिख देते हैं। अब द्वंद्रयोग तथा ध्वजांक भाग विधि का प्रयोग कर वर्गमूल 
ज्ञात करते हैं। 


उदाहरण (1) : वैदिक विधि से 729 का वर्गमूल ज्ञात करो। 
हल : | is जा 2 9 
DES 7२ ४३४0 
() चूँकि 729 में तीन अंक d, अतः दो अंकों का एक पूर्ण जोड़ा 
29 तथा दूसरा अपूर्ण जोड़ा 7 है। अतः वर्गमूल में दशमलव से 
पहले दो अंक होने चाहिए। 
(i) वर्गमूल का प्रथम अंक 7 का निकटतम वर्गमूल निकालने पर 2 
प्राप्त होता है। 
(ii) 2 को रेखा के नीचे प्रथम अंक 7 के स्तंभ में लिखेंगे। 
(v) वास्तविक भाजक 2 का दुगुना 4 होगा जिसे बाई ओर लिखेंगे। 


(v) अब प्रथम अंक 7 में से वर्गमूल के प्रथम अंक 2 के वर्ग को 
घटाने पर शेषफल 3 को अगले अंक 2 का उपसर्ग बनाकर 
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ferait । 

(vi) अब हमारा दूसरा सकल भाज्य 32 हो गया; जिससे बिना कुछ 
घटाए 4 से भाग देकर भजनफल (8 लिखना चाहिए परंतु यहाँ 
परेशानी यह होगी कि शेषफल 0 को 9 के साथ उपसर्गित करने 
पर 09 से 8 का gA 64 नहीं घट पाएगा) 7 को रेखा के नीचे 
तथा शेष 4 को 9 का उपसर्ग बनाकर लिखेंगे। 

(vii) अब हमारा तीसरा सकल भाज्य 49 हो गया। इसमें से दूसरे 
भजनफल अंक 7 का द्वंद्योग 49 घटाने पर वास्तविक भाज्य 0 1 
प्राप्त हुआ। अब 0 में 4 से भाग देकर भजनफल 0 को रेखा के 
नीचे लिखेंगे। शेष 0 है तथा आगे अन्य अंक नहीं है। 
चूँकि वर्गमूल में दो ही अंक हैं, अतः अभीष्ट वर्गमूल 27 हुआ। i 


। उदाहरण (2) : ४262144 को सरल करो। 
हल : [c 8:00” EE T A 
10 I 20:0 (0) 
ue | 2. 49- (y 


0) चूँकि 262144 में 6 अंक हैं, अतः दो-दो के तीन पूर्ण जोड़े मिलते 

हैं, अतः वर्गमूल में दशमलव से पहले 3 अंक होंगे। ' 
(४) वर्गमूल का प्रथम अंक 26 का निकटतम वर्गमूल निकालने पर 5 

प्राप्त होता है। 

(iii) 5 को रेखा के नीचे द्वितीय अंक 6 के स्तंभ में लिखेंगे। 

(iv) वास्तविक भाजक 5 का दुगुना 10 होगा, जिसे बाई ओर लिखेंगे। 

(v) अब प्रथम जोड़े 26 में से वर्गमूल के प्रथम अंक 5 के. वर्ग 25 
को घटाने पर शेषफल । को अगले अंक 2 का उपसर्ग बनाकर 
लिखेंगे। à 

(vi) अब हमारा दूसरा सकल भाज्य 12 हो गया, जिससे बिना कुछ 
घटाए 10 से भाग देकर भजनफल | को रेखा के नीचे तथा शेष 
2 को 1 का उपसर्ग बनाकर लिखेंगे। 

(vii) अब हमारा तीसरा सकल भाज्य 21 हो गया। इसमें से दूसरे 
भजनफल अंक 1 का ढ्वंद्रयोग 1 घटाने पर वास्तविक भाज्य 20 
प्राप्त हुआ। अब 20 में 10 से भाग देकर भजनफल 2 को रेखा 
के नीचे तथा शेष 0 को 4 का उपसर्ग बनाकर लिखेंगे। 
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(४५111) 


(ix) 


अब हमारा चौथा सकल भाज्य 04 होगा; इसमें से 12 का ढ्ंद्रयोग 
4 घटाकर वास्तविक भाज्य 0 प्राप्त हुआ। अब भजनफल 0 
(चूँकि वर्गमूल में केवल तीन अंक ही होंगे, अत: अगला अंक 
शून्य होगा) तथा शेष 0 को यथास्थान लिखेंगे। 

अब हमारा पाँचवाँ सकल भाज्य 04 होगा, इसमें से 120 का 
इंद्योग 4 घटाकर वास्तविक भाज्य 0 प्राप्त हुआ। अत: भजनफल 
एवं शेष दोनों शून्य होंगे तथा प्रक्रिया पूर्ण हुई । 

हमारा अभीष्ट वर्गमूल 512 हुआ। 


उदाहरण (3) : 28561 का वर्गमूल ज्ञात करो। 


हल : 


(i) 


(ii) 
(iii) 
(iv) 

(v) 


(vi) 


(vii) 


Mies . :... ADAS 5 6 l 


चूँकि 28561 में 5 अंक हैं, अत: दो-दो के दो पूर्ण जोड़े तथा 
तीसरे अपूर्ण जोड़े में केवल अंक 2 है। अत: वर्गमूल में दशमलव 
से पहले 3 अंक होने चाहिए। 

वर्गमूल का प्रथम अंक 2 का निकटतम वर्गमूल निकालने पर d 
प्राप्त होगा। 

1 को रेखा के नीचे प्रथम अंक 2 स्तंभ में लिखेंगे। 

वास्तविक भाजक । का दुगुना 2 होगा जिसे बाई ओर लिखेंगे। 
अब प्रथम अंक 2 में से वर्गमूल के प्रथम अंक 1 के वर्ग को घटाने 
पर शेषफल p को अगले अंक 8 का उपसर्ग बनाकर J 
अब हमारा दूसरा सकल भाज्य 18 हो गया; जिससे बिना कुछ 
wem 2 से भाग देकर भजनफल (9 लिखना चाहिए परंतु यहाँ 
परेशानी यह होगी कि शेषफल 0 को 5 के साथ उपसर्गित करने 
पर 05 से 9 का हुंद्रयोग 81 नहीं घट पाएगा) 6 को रेखा के नीचे 
तथा शेष 6 को 5 का उपसर्ग बनाकर लिखेंगे। 

अब हमारा तीसरा सकल भाज्य 65 हो गया। इसमें से दूसरे 
भजनफल अंक 6 का दंद्वयोग 36 घटाने पर वास्तविक भाज्य 29 
प्राप्त हुआ। अब 29 में 2 से भाग देकर भजनफल 9 को रेखा 
के नीचे (अंक 9 से बड़ा नहीं होगा) तथा शेष 11 को 6 का 
उपसर्ग बनाकर लिखेंगे। 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


142 वैदिक अंकगणित 


(viii) अब हमारा चौथा सकल भाज्य 116 होगा। इसमें से (69 का) 
इंद्योग 108 घटाकर वास्तविक भाज्य 8 प्राप्त हुआ। अब भजनफल 
0 (चूँकि वर्गमूल में केवल तीन अंक ही होंगे, अत: अगला अंक 
शून्य होगा) तथा शेष 8 को यथास्थान लिखेंगे। 

(ix) अब हमारा पाँचवाँ, सकल भाज्य 81 होगा। इसमें से (690 का) 
ggd 81 घटाकर वास्तविक भाज्य 0 प्राप्त हुआ। अत: भजनफल 
एवं शेष दोनों शून्य होंगे तथा प्रक्रिया पूर्ण gii 
हमारा अभीष्ट वर्गमूल 169 हुआ। 


II. दोष एवं निवारण : छोटे भाजक में यह परेशानी आती है कि कभी- 
कभी भजनफल वास्तविक से छोटा लेना पड़ता है। इस समस्या को दूर करने 
हेतु अंतिम समूह में तीन अंकों को रखेंगे, एक अंक नहीं। उपर्युक्त प्रश्‍न के 
प्रकरण में हल इस प्रकार होगा : 


ON TOs 6 | 
32 20 8 


अभीष्ट वर्गमूल 169 


1५. वर्गमूल की परिशुद्धता एवं वर्ग की पूर्णता का प्रमाण : 
(1) वर्गमूल की शुद्धता का सबसे सुंदर प्रमाण यह है कि वर्गमूल का 
वर्ग करने पर दी हुई संख्या पुनः प्राप्त होनी चाहिए। 
(2) जब हम वर्गमूल की प्रक्रिया को दशमलव के क्षेत्र में संपन्न करते 
हैं, तो सभी भजनफल अंक तथा शेषफल अंक शून्य आते हैं, यह 
स्वयं में वर्ग की पूर्णता का एक अच्छा एवं मान्य प्रमाण है। 


५. वर्ग की अपूर्णता का प्रमाण : निम्नलिखित विशिष्ट दशाओं में दी हुई 
संख्या पूर्ण वर्ग नहीं होगी : 
(i) T संख्या के अंत में 2, 3, 7 या 8 में से कोई एक अंक आया 
| 
(1) यदि उसके अंत में विषम बार शून्य आया हो। 
(ii) उसके अंतिम अंक के 6 होने की स्थिति में उपांतिम अंक एक 
सम पूर्णांक हो। 
(४) उसके अंतिम अंक के 6 न होने को स्थिति में उपांतिम अंक एक 
विषम पूर्णांक हो। 
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(v) संख्या सम होने की स्थिति में अंतिम दो अंकों से बनी संख्या 4 
से अविभाज्य हो। 


VI. अपूर्ण वर्ग संख्याओं का वर्गमूल ज्ञात करना : अपूर्ण वर्ग संख्याओं का 
अनवरत दशमलव अंकोंवाली संख्याओं के रूप में वर्गमूल ज्ञात करने हेतु 
संख्या के आगे शून्य बढ़ाए जाते हैं तथा दशमलव क्षेत्र में भी द्वंद्रयोग तथा 
ध्वजांक भाग विधि अनवरत प्रयोग किया जाता है। 

यथा : 2 के वर्गमूल ज्ञात करने के लिए हमारा कार्यपटल इस प्रकार 
होगा : 


VIL दाशमिक संख्याओं का वर्गमूल : दाशमिक संख्याओं का वर्गमूल ज्ञात 
करने हेतु दशमलव से पूर्व की संख्याओं के ही जोड़े बनाए जाते हैं। 
आवश्यकतानुसार दशमलव अंकों को आगे 0 बढ़ाकर लिखते हैं तथा द्वंद्रयोग 
ध्वजांक विधि का प्रयोग किया जाता है। यथा : 285.61 का वर्गमूल ज्ञात करने 
के लिए 


७5५5 G 9 0 0 
यहाँ वर्गमूल में दशमलव से पूर्व दो अंक आने चाहिए। अतः अभीष्ट 


वर्गमूल 16.9 है। 
अपूर्ण वर्ग 285.6 का वर्गमूल ज्ञात करने के लिए हमारा पटल इस प्रकार 


होगा : 


Me ह FES 5 6 0 0 0 0 
2 : 1 6 |a 5 92; 30 200 

1 22% 26 8 9, 9 7 Da 
वर्गमूल में दशमलव से पूर्व दो अंक हैं 
अतः N285.6 = 16.89979............- d 
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अध्याय 14 


घनमूल 


1. घनमूल निकालने से संबंधित कुछ महत्त्वपूर्ण बातें -- , 
(1) पहली नौ प्राकृतिक संख्याओं के घनफल क्रमश: इस प्रकार हैं-- 
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512 तथा 7291 
इस तरह उन सबके अंतिम अंक अलग-अलग होते हैं। 
अतः पूर्ण घन के घनमूल का अंतिम अंक स्पष्ट है। 
घन संख्या का अंतिम अंक घनमूल का अंतिम' अंक 


NO ००0 — ON CA -> ७० F2 — 
NO (> C9 ON (५ 4» — 00 — 


अतः कह सकते हैं कि-- 
घन संख्याएँ जिनके अंतिम अंक 0, 1, 4, 5, 6 तथा 9 हैं, के 
घनमूलों के अंतिम अंक स्वयं को दुहराते हें । घन संख्याएँ जिनके 
अंतिम अंक 2, 3, 7 तथा 8 हैं, के घनमूलों के अंतिम अंक दस 
के पूरक देते हैं। 

(2) घनमूल में अंकों की संख्या मूल संख्या में तीन अंकों के कुल 
समूहों की संख्या के बराबर होती है। (अंतिम समूह अपूर्ण हो 
सकता है)। 
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वैदिक अंकगणित e 
(3) मूल संख्या के प्रथम अंक समूह से ही घनफल का पहला अंक 
| स्पष्ट हो जाता I 
(4) अत: घनमूल के अंकों को संख्या, प्रथम तथा अंतिम अंकों के ज्ञात 
हो जाने पर हम घनमूल निकालने का कार्य सुगमता से आरंभ करते 
हैं। 
IL सैद्धांतिक आधार : 
माना कि हमें तीन अंकीय संख्या का घनफल निकालना है, तब हमें 
(100ज + 10छ + €) का विस्तार करना होगा। 
(100ज + 10 छ + च)? = 1000000 जः + 300000 छ जः + 30000 
(च SÉ + B) + 1000 (छः + 6च छ ज्‌) + 300 (चछ + च छः) + 
30 चछ + चः 
विस्तार से स्पष्ट $— 
(i) इकाई का स्थान च! ग्रहण करता है। 
(ii) दहाई का स्थान 3च*छ ग्रहण करता है। 
(ii) सैकड़े का स्थान 3(W 9 + च छ) ग्रहण करता है। 
(iv) हजार का स्थान छ + 6च छ ज ग्रहण करता है। 
(v) दस हजार का स्थान 3(च जः + छःज) ग्रहण करता है। 
| (vi) लाख का स्थान 39 जः ग्रहण करता है। 
। (vii) दस लाख का स्थान जः ग्रहण करता हे | 
घन के बीजगणितीय विस्तार के विश्लेषण एवं उसके विभिन्न J 
को यथास्थान निश्चित करने के उपरांत हमें प्रत्येक व्यंजक के क्रमश: एक 
के बाद एक विलोपन द्वारा उसके मान निकालने की विधि ज्ञात हो जाती है। 
यथा : 
() दी हुई संख्या में से च' घटाने से इकाई के अंक का लोपन हो 
जाता है। 
(1) इकाई अंक विलोपित संख्या में से 3च'छ घटाने से दहाई के अंक 
का लोपन हो जाता है। 
(ii) दहाई के अंक विलोपित संख्या से 3च छः + 3च'ज घटाने से 
सैकडे की संख्या का विलोपन हो जाता है। 
(iv) सैकडे के अंक विलोपित संख्या से छ' + 6च छ ज घटाने से हजार 
की संख्या का विलोपन हो जाता है। 
इत्यादि । 
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उदाहरण (1) : 1061208 का घनमूल निकालो | 
हल : सर्वप्रथम दाहिनी ओर से तीन-तीन अंकों के समूह बनाने पर 
अंतिम समूह में | रह जाता है, जिसका निकटतम घनमूल । हैं। 
अतः घनमूल का पहला अंक 
घनमूल का अंतिम अंक 
तथा घनमूल में अंकों को संख्या 
(i) च =2, अतः चः = 8 तथा इकाई के अक से 8 हटाने पर इकाई 
के अंक का विलोपन होगा 106120. 
(i) 3w9 -39 
चूँकि दहाई का अंक 0 है, अतः छ =.0 दहाई के अंक के 
विलोपन के बाद संख्या 10612 । 
(ii) 3चज + 3च छः = 12 ज 
चूँकि सैकड़े का अंक 2 है। अंतः ज = ।। 
अतः घनमूल 102 
वास्तव में प्रथम अंक के ज्ञात होने के कारण अंतिम पैड़ी की 
आवश्यकता नहीं है। 


॥ 
SD — 


I 


I 
w 


0 कि 0-8 
-8 इकाई के अंक के विलोपन के लिए 
O 2 0 
-0 दहाई के अंक के विलोपन के लिए 
ONE C1) 2 
-] 2 सैकड़े के अंक के विलोपन के लिए 
1 0 6 0 


उदाहरण (2) : 31315447808 का घनमूल ज्ञात करो। 
हल : यहाँ सर्वप्रथम दाहिनी ओर से तीन अंकों के समूह बनाने पर अंतिम 
समूह में 31 रह जाते हैं, जिनसे बनी संख्या का निकटतम घनमूल 3! 
अत: घनमूल का पहला अंक = 3 
घनमूल का अंतिम अंक = 2 
घनमूल में अंकों को संख्या 4 
(0 तऽ 2 इसलिए च' = 8 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


वैदिक अकत 
वैदिक अंकगणित ja 


इकाई के अंक से 8 हटाने पर इकाई के अंक का विलोपन होगा। 
(i) 3चछ = 12 छ 
चूँकि दहाई का अंक 5 या 0 है। 

अतः यहाँ अनिश्चितता है तथा किसी अन्य उत्तम विधि की आवश्यकता 
अनुभव होती है। इस हेतु हम घनफल को लगातार 8 से तब तक भाग देंगे 
जब तक कि विषम संख्या प्राप्त न हो जाए, फिर उनका घनमूल निकालकर 
उपयुक्त गुणक से गुणा करके अभीष्ट घनमूल प्राप्त कर लेंगे। उपर्युक्त 
उदाहरण में 


NE ES 61 162 984 


7 645 373 


31315447808 = 8 x 7645373 
(31315447808)'? = 2* x (7645373)'^ 


7645373 का घनमूल ज्ञात करने हेतु सर्वप्रथम हम दाहिनी j से तीन- 
तीन अंकों के जोड़े बनाएँगे। अंतिम समूह में मात्र 7 रह जाता है, जिसका 
निकटतम घनमूल । निकलता है। 

अतः घनमूल का पहला अंक 

घनमूल का अंतिम अंक 
घनमूल में अंकों को संख्या 
() च = 7 इसलिए चः = 343 
इकाई के अंक से 343 घटाने पर इकाई के अंक का विलोपन हो जाएगा। 
(1) 3w9 = 147छ 
चूँकि इकाई का अंक हटाने पर यहाँ दहाई का अंक 3 है, अतः घनमूल 
के दहाई का अंक छ = 9। अवशेष संख्या से 1323 घटाने पर 
दहाई के अंक का विलोपन होगा। 
(ii) 33 + ३च छः = 147 ज + 1701 
दहाई का अंक हटाने पर अवशेष संख्या का सैकड़े का अंक 8 है । अतः 
ज = | तथा 764503 का घनमूल 197 


I 
cupo 
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परिणामत: 31315447808 का घनमूल 16 x 197 = 3152 


7645373 
-343 
764503* 
-1323 : 
A ^ á Ld 3) 
7631858 — — LES 


उन संख्याओं के घनमूल जिनमें चार अंक हैं, को ज्ञात करने हेतु माना 
इकाई से प्रारंभ कर ये अंक क्रमशः च, छ, ज तथा झ हें। व्यंजक 
(1000झ + 100ज + 10छ + च) का विस्तार करने पर-- | 


(1) 
(i) 
(111) 
(1४) 
(४) 


(vi) 
(vii) 
(viii) 
(ix) 
(x) 


इकाई का स्थान च! ग्रहण करता है। 

दहाई का स्थान 3च'छ ग्रहण करता È | 

सैकड़े का स्थान 3च छः + ३चःज ग्रहण करता है। 

हजार का स्थान 6च छ ज + छ + ३चःझ ग्रहण करता È | 
दस हजार का स्थान 6च छ झ + 3च जः + ३छःज ग्रहण करता 
है। 

लाख का स्थान 6च ज झ + 3छ जः + 3छःझ ग्रहण करता है। 
दस लाख का स्थान 6छ ज झ + 3च झा + जः ग्रहण करता है। 
करोड़ का स्थान 3छ झ? + 3जःझ ग्रहण करता है। 

दस करोड़ का स्थान 3ज झः ग्रहण करता है। 

अरब का स्थान झः ग्रहण करता है। 


विलोपन हेतु सहायक बातें : 
(1) 


दी हुई संख्या में से च' घटाने से इकाई के अंक का विलोपन 
हो जाता EI 

इकाई का अंक विलोपित संख्या से 3च?छ घटाने से दहाई के अंक 
का विलोपन हो जाता है। 

दहाई का अंक विलोपित संख्या d 3u छः + 3च*ज घटाने से 
सैकड़े के अंक का विलोपन हो जाता है। 

सैकड़े के अंक विलोपित संख्या से 6च छ ज + छः + 3चश्झ 
घटाने से हजार के अंक का विलोपन हो जाता है। इत्यादि। 


J 
ES f उदाहरण : 11 345 123 223 का घनमूल निकालिए। 


No हल : 


दाहिनी ओर से तीन-तीन अंकों के समूंह बनाने पर चौथे समूह 
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